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0.1 Moore空間

Definition 0.1.1

πをアーベル群、nを非負整数とする。X が (π, n)型のMoore空間であるとは、

H̃m(X) =





π m = n

0 otherwise

となる空間である。一般に (π, n)型のMoore空間をM(π, n)とかく。

この定義を見て、すぐに思いつく空間が球面である。

Example 0.1.2

Sn は、(Z, n)型のMoore空間である。

さて、M(Z, n)としては球面があり、加法性定理を用いれば、K(Zの直和, n)とし
ては、球面の wedgeがとれる。では、一般のアーベル群 πに対して、M(π, n)は構成
できるだろうか。

Lemma 0.1.3

任意のアーベル群 πに対し、次の完全列、

0 −→ A
f−→ B

g−→ π −→ 0

が存在し、A,B は自由アーベル群として取れる。

proof)　　 B をπ から生成される自由アーベル群とし、恒等射 π −→ π から誘導

される準同型を、

g : B −→ π

とする。gはつまり、B での形式和を、πでの和に対応させるものである。a ∈ πに

対し、g(1a) = aであるので、gは全射である。また、A = Kergとおけば、これも自
由アーベル群であるため、inclusionを f とおけば、

0 −→ A
f−→ B

g−→ π −→ 0

が完全列となる。
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□

Lemma 0.1.4

位相空間X に対し、Hom(H̃n(Sn), H̃n(X)) ∼= H̃n(X)

proof)　　 f ∈ Hom(H̃n(Sn), H̃n(X))に対し、H̃n(Sn) ∼= Zであるため、生成元

in に対し、f(in) ∈ H̃n(X)を対応させるのは同型となる。
□

Theorem 0.1.5

任意のアーベル群 πと、非負整数 nに対し、M(π, n)が存在する。

proof)　　 Lemma 0.0.3により、次の完全列、

0 −→ A
f−→ B

g−→ π −→ 0

が存在し、A,Bは自由アーベル群が取れる。{eλ}λ∈Λ , {dω}ω∈Ω を、A,Bの基底と

する。これより、

A ∼= H̃n(
∨

λ∈Λ

Sn
λ ) , B ∼= H̃n(

∨

ω∈Ω

Sn
ω)

となるため、これより上記の完全列は、

0 −→ H̃n(
∨

λ∈Λ

Sn
λ )

f−→ H̃n(
∨

ω∈Ω

Sn
ω)

g−→ π −→ 0

となる。ここで、

Φ : [∨Sn
λ ,∨Sn

ω ] −→ Hom(H̃n(∨Sn
λ ), H̃n(∨Sn

ω))

を、f ∈ [∨Sn
λ ,∨Sn

ω ]に対し、Φ(f) = f∗とホモロジー群間に誘導される準同型を対応

させる。ここで、次の可換図を考える。
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[∨Sn
λ ,∨Sn

ω ] Hom(H̃n(∨Sn
λ ), H̃n(∨Sn

ω))

∏

λ∈Λ

[Sn
λ ,∨Sn

ω ]
∏

λ∈Λ

Hom(H̃n(Sn
λ ), H̃n(∨Sn

ω))

∏

λ∈Λ

πn(∨Sn
ω)

∏

λ∈Λ

H̃n(∨Sn
ω)

-Φ

?

∼=

?

∼=

-

?
=

?

∼=

-
H

最下部の横列の写像は Hurewiz準同型の直積である。ここで、Hurewiz定理により
H は同型になり、Φは全射であることがわかる。よって、

∃h ∈ [∨Sn
λ ,∨Sn

ω ]　　 s.t　　Φ(h) = f

つまり、h∗ = f となるため、hの写像錐 Chを考える。(Ch,∨Sn
ω)のホモロジー完全

列を用いるが、ここで ∨Sn
ω ↪→ Ch は cofibrationであるため、

Hm(Ch,∨Sn
ω) ∼= H̃m(Σ ∨ Sn

λ ) ∼= H̃m−1(∨Sn
λ )

である。よって、次の完全列がある。

· · · −→ H̃m(∨Sn
λ ) −→ H̃m(∨Sn

ω) −→ H̃m(Ch) −→ H̃m−1(∨Sn
λ )) h∗−→ H̃m−1(∨Sn

ω) −→ · · ·

h∗ = f は単射であったから、m 6= nの時は、H̃m(Ch) = 0である。また、n = mの

ときは、H̃n−1(∨Sn
λ )) = 0となるため、完全列より準同型定理を用いて、

H̃n(Ch) ∼= H̃m(∨Sn
ω)/H̃m(∨Sn

λ ) ∼= B/A ∼= π

□


