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0.1 Monoidal category

Tensor category というのは普通は、Abelian category になっている symmetric
monoidal category のことをらしいが参考にした文献では単に tensor product が与
えられた categoryしか書いてなかったのでそのとおりにしてしまった。この意味で
tensor categoryと呼ぶときっと他人には伝わりづらいと思う。ただ普通は monoidal
categoryで議論する事が多いので、一気にそちらを定義してしまった方がいいのかも
しれない。

Definition 0.1.1

C を categoryとしたとき、

⊗ : C × C −→ C

である bifunctorと、任意のX, Y, Z ∈ ob(C)に対し、naturalな isomorphism

aX,Y,Z : (X ⊗ Y )⊗ Z
∼=−→ X ⊗ (Y ⊗ Z)

が与えられ次の図式を可換にする時、C を tensor categoryと呼ぶ。

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W (X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

-

?

??
-

(⊗, a)を C の tensor stractureと言う。

Example 0.1.2

1. 　 R-moduleの categoryは ⊗R によって Tensor categoryとなる。

2. 　Gを groupとする。Gを集合とみなし、つまりGの元を objectでmorphism
は恒等射以外ないとしてGを categoryと見なすと groupとして積によりTensor
categoryとなる。
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3. 　Cを categoryとしたとき、Func(C, C)は合成によりTensor categoryとなる。

4. 　 C を finite (co)productで閉じた categoryとしたとき、(co)productによっ
て Tensor categoryである。

Definition 0.1.3

F : C −→ Dを Tensor category間の fanctorとしたとき、natural isomorphism

sX,Y : F (X ⊗ Y )
∼=−→ F (X)⊗ F (Y )

が与えられ次の可換図を満たすとき、F を Tensor functorと呼ぶ。

F ((X ⊗ Y )⊗ Z) F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

F (X ⊗ Y )⊗ F (Z) F (X)⊗ F (Y ⊗ Z)

(F (X)⊗ F (Y ))⊗ F (Z) F (X)⊗ (F (Y )⊗ F (Z))

?

-

?

? ?
-

Example 0.1.4

|　 | : SSet −→ TOPはTersor fanctorである。ただし、SSetもTOPも product
によって Tensor categoryと見なしている。

Definition 0.1.5

C を Tensor categoryとしたとき、(⊗, a)をその stractureとする。このとき unit
objectと呼ばれる S ∈ ob(C)が与えられ、natural isomorphism

lX : S ⊗X
∼=−→ X , rX : X ⊗ S

∼=−→ X

が与えられ次の条件を満たすとき、C をMonoidal categoryと呼ぶ。

rS = lS : S ⊗ S −→ S
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lX ⊗ 1Y = l(X⊗Y ) : S ⊗X ⊗ Y −→ X ⊗ Y

1⊗ rX = r(X⊗Y ) : X ⊗ Y ⊗ S −→ X ⊗ Y

1X ⊗ lY = rX ⊗ 1Y : X ⊗ S ⊗ Y −→ X ⊗ Y

S ⊗X ⊗ S S ⊗X

X ⊗ S X
?

rX⊗1S

-1S⊗rX

?
lX

-
rX

(⊗, a, l, r)を C のmonoidal stractureと呼ぶ。

Definition 0.1.6

Cをmonoidal categoryとし、Dを catgeoryとする。このとき、Dが right C-module
であるとは、

⊗ : D × C −→ D

である bifanctorと natural isomorphism

aX,K,L : (X ⊗K)⊗ L
∼=−→ X ⊗ (K ⊗C L)

と、C の unit objectである S ∈ ob(C)に対し、natural isomorphism

rX : X ⊗ S
∼=−→ X

が与えられ、以下の図式を可換にする。

(X ⊗ S)⊗K X ⊗K

X ⊗ (S ⊗C K) X ×K

-

? ?

=

-

(X ⊗K)⊗ S X ⊗K

X ⊗ (K ⊗C S) X ×K

-

? ?

=

-



4

(X ⊗ S)⊗ S X ⊗ S

X ⊗ (S ⊗C S) X ⊗ S X

-

? ?

=

- -

(⊗, a, r)をDの right C-module stractureと呼ぶ。同様に left C-moduleも定義でき
る。特に区別せず単に C-moduleと書くときもある。

Definition 0.1.7

C, D, E を categoryとする。C ×Dから E への adjunction of two variableとは、

⊗ : C ×D −→ E

Homr : Dop × E −→ C , Homl : Cop × E −→ D

の３つの fanctorで、任意のX ∈ ob(D)を固定して、

(−⊗X) : C ⇐⇒ E : Homr(D,−)

さらに、任意の Y ∈ ob(C)を固定して、

(Y ⊗−) : D ⇐⇒ E : Homl(Y,−)

が成り立つことである。これを (⊗,Homr, Homl)とかく。

Definition 0.1.8

C を monoidal category、D を categoryとする。このとき、D が closed right C-
moduleとは、closed right C-module stractureと呼ばれる (⊗, a, r,Homr, Homl)が
与えられ、(⊗, a, r)が right C-module stractureであり、(⊗, Homr, Homl)が C ×D

からDへの adjunction of two variableであるときのことを言う。


