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Lemma 0.0.1

X を位相空間、B ⊂ A ⊂ X とする。

i : A −→ X , j : B −→ A

がともに、cofibrationであるならば、k = i ◦ j : B −→ X も cofibrationである。

proof)　　次が可換とする。

B B × I

Y

X X × I
?

k
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i0

このとき、j が cofibrationより、次の可換図において

B B × I
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を可換にする G : A× I −→ Y が存在し、iが cofibrationより、

A A× I

Y

X X × I
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を可換にする F : X × I −→ Y が存在するが、これが、

B B × I

Y

X X × I
?

k

-i0

¡
¡¡ª
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-
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@
@@I F

を可換にすることはすぐにわかる。
□

Theorem 0.0.2

(X, A)が CW pairとすると、i : A −→ X は cofibrationである。

proof)　　 n = 0に対し、X −Aの n胞体の特性写像を ϕλ とすると、

X
n ∼= X

n−1 ∪ (
∐

Dn
λ) ∼= X

n−1 ∪ C(
∐

Sn−1)

であるため、in : X
n−1 −→ X

n
は写像錐の底面に対応させる写像だから cofibratiuon。

これより、

A = X
(−1) −→ X

(0) −→ X
(1) −→ · · · −→ X

(n) −→ X
(n+1) · · ·

という cofibrationの列が誕生するが、Lemma 0.0.1とX =
⋃

X
(n)
であることから、

i : A −→ X

は cofibtrationである。

Corollary 0.0.3

(X, A)が CW pairならば、これは NDR pairである。

Theorem 0.0.4

m, n ∈ Zにおいて、0 5 m < n 5 ∞とする。(X,A) : CW pairで、(Y, B)を空間
対とする。X −Aの任意の胞体 eはm 5 dim e 5 nであるとし、さらに、m 5 i 5 n

に対し、πi(Y, B) = 0と仮定する。このとき、

f : (X, A) −→ (Y, B)
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に対し、
∃g : X −→ B 　　 s.t　　 f ' g rel A

proof)　　 −1 5 kに対し、

gk : X
(k) −→ B 　　 s.t　　 f ' gk　 rel A

の存在を kに関する帰納法で示す。

−1 5 k 5 mのとき、X
(k)
に対し、

gk : X
(k) −→ B

を次で定義する。仮定より、X
(k) ⊂ Aであるため、X

(k)
= Aより、gk = f とおく

と題意を満たす。よって、m < k < nに対し、

∃gk : X
(k) −→ B 　　 s.t　　 f ' gk　 rel A

が存在すると仮定する。このとき、

H : X
(k) × I −→ Y

を f と gk を繋ぐホモトピーとすると、次の可換図、

X
(k)

X
(k) × I

Y

X X × I
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を考えると、X
(k)

↪→ X が cofibrationであるため、次を可換にする写像が存在する。

X
(k)

X
(k) × I

Y

X X × I
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よって、fk = H̃1 : X −→ Y とおくと、

fk(A) = H̃1(A) = H1(A) = gk(A) ⊂ B

であるため、fk : (X,A) −→ (Y,B)であり、また、fk ' f 　 rel Aである。

ϕλ : (Dk+1, Sk) −→ (X
(k+1)

, X
(k)

)

をX −Aの k + 1次元 cellの特性写像とする。

fk ◦ (∪ϕλ) :
∐

(Dk+1, Sk) −→ (Y,B)

各 fk ◦ ϕλ ∈ πk+1(Y, B) = 0であるため、

∃hλ : Dk+1 −→ B 　　 s.t　　 fk ◦ ϕλ ' hλ rel Sk

よって、h = ∪hλ とおくと、fk ◦ (∪ϕλ) ' h rel
∐

Sk。これより、

gk+1 : X
(k+1) ∼= X

k ∪ (
∐

Dk+1)
fk∪h−→ B

が、定義される。これは、gk+1 ' fk　 rel X
(k)
なので、gk+1 ' f 　 rel A

よって、k = nのときは、仮定により、X
(k)

= X
(n)
であるため、gk = gn で定義

すればよい。これより、すべての kにおいて、gk が定義できた。よって、

g = colimigk : X −→ B

に対し、f ' g　 rel Aである。
□

（注：定義域、値域等があってないところが多々あるが、inclusionや制限を省いて
いる。）

Corollary 0.0.5

m, n ∈ Zにおいて、0 5 m < n 5 ∞とする。(X, A) : CW pairで、(Y, B)を空間対
とする。X−Aの任意の胞体 eはm 5 dim e 5 nであるとし、さらに、m 5 i 5 n+1
に対し、πi(Y, B) = 0と仮定する。このとき、

f : (X, A) −→ (Y, B)
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に対し、

g : X −→ B 　　 s.t　　 f ' g rel A

は Aをとめて homotopicを除いて一意に存在する。

proof)　　存在は Theorem 0.0.4で示した。よって、

g, h : X −→ B 　　 s.t　　 f ' g , f ' h　 rel A

とする。このまま素直に推移的に示せないのは、正確に言えば、i : B −→ Y : inclusion
に対し、f ' i ◦ g , f ' i ◦ h　 rel Aに注意しなければならないからだ。しかしこれ

より、i ◦ g ' i ◦ h　 rel Aは言えるため、この homotopyは、

H : (X × I,X × ∂I ∪A× I) −→ (Y,B)

と見なすことができる。ところで、(X × I, X × ∂I ∪A× I)は CW pairであり、×I

されたことで、X × ∂I 以外の胞体の次元がもとのX に比べ+1されたことに注意す
れば、X × I −X × ∂I ∪ A× I の任意の胞体 eの次元はm + 1 5 dim 5 n + 1であ
る。仮定より、m 5 i 5 n + 1に対し、πi(Y,B) = 0なので、Theorem refexistsが
用いることができて、

∃G : X × I −→ B 　　 s.t　　 G ' H 　 rel X × ∂I ∪A× I

これより、g
G' h　 rel Aである。

□

Proposition 0.0.6

(X, A)は CW pairで dim(X −A) 5 nとする。Bが (n− 1)連結ならば、任意の
連続写像

f : A −→ B

はX 上に拡張できる。

proof)　　 k = −1に対する帰納法を用いる。k = −1のとき、A = X
(−1)

である

ため、fk = f : X
(−1) −→ B と見なせばよい。−1 < k 5 n− 1に対し、

fk : X
k −→ B
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が f の拡張とする。このとき、X −Aに含まれる次元 k + 1の cellの特性写像、

ϕλ : (Dk+1, Sk) −→ (X
(k+1)

, X
(k)

)

に対し、fk ◦ ϕλ|
Sk

: Sk −→ B を考えると、B が n− 1連結であるので、fk ◦ ϕλ|
Sk

はDk+1 に拡張可能である。それを、gλ : Dk+1 −→ B とおく。

fk+1 = fk ∪ (∪gλ) : X(k+1) ∼= Xk ∪ (
∐

Dk
λ) −→ B

と定義すると、これもまた f の拡張である。よって、k = n− 1のとき、

fn : X
(n)

= X −→ B

は f の拡張である。
□

Corollary 0.0.7

(X, A)は CW pairで dim(X −A) 5 nとする。Bが (n− 1)連結ならば、任意の
連続写像

f : A −→ B

は Aを止めて homotopicを除きX 上に一意に拡張できる。

Theorem 0.0.8

X, Y を位相空間とし、K を CW複体とする。f : X −→ Y が n同値 (1 5 n 5 ∞)
ならば、

f∗ : [K, X]∗ −→ [K, Y ]∗

は、dim K < n のとき単射であり、dim K 5 nのとき全射である。

proof)　　Mf , X, Y の関係は、

X Mf

Y

-i

@
@Rf ¡

¡µ
j

は homotopy可換であり、

X Mf

Y

-i

@
@Rf

¡
¡ª r
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は可換である。また、jと r互いに homotopy equivalenceである。(Mf , X)の homo-
topy完全列を考えると、m 5 nに対し、

πm(X) 全−→ πm(Mf ) −→ πm(Mf , X) −→ πm−1(X)
∼=−→ πm(Mf )

という状況にあり、Mf ' Y と準同型定理を用いると、πm(Mf , X) = 0であること
がわかる。よって、(Mf , X)は n連結である。では、本題の証明にはいる。まずは、

[α], [β] ∈ [K, X]∗に対し、f∗[α] = f∗[β]

と仮定する。つまり、f ◦ α ' f ◦ βなので、この homotopyを、H : K × I −→ Y と

すると、これは、

j ◦H : (K × I,K × ∂I ∪ {∗} × I) −→ (Mf , X)

と見なすことができる。dim K 5 n− 1とすると、K × I −K × ∂I ∪ {∗} × I に含ま

れる任意の胞体の次元は n以下である。よって、Theorem 0.0.4により、

∃G : K × I −→ X 　　 s.t　　 j ◦H ' G　 rel K × ∂I ∪ {∗} × I

であり、α
G' β なので、[α] = [β]。これより f∗ は dim K 5 n− 1のとき、単射。そ

して、[x] ∈ [K, Y ]∗ に対し、j ◦ x : (K, ∗) −→ (Mf , ∗)を j ◦ x : (K, ∗) −→ (Mf , X)
と見なすと、dim K 5 nのとき、Theorem 0.0.4により、

∃y : K −→ X 　　 s.t　　 j ◦ x ' i ◦ y

これより、f∗[y] = [f ◦ y] = [r ◦ i ◦ y] = [r ◦ j ◦ x] = [x] よって、f∗ は dim K 5 nの

とき全射である。
□

Theorem 0.0.9 　Whitehead Theorem

X,Y : CW複体とする。f : X −→ Y に対し、

f : homotopy equivalence ⇐⇒ weak equivalence

proof)　　 =⇒は明らか。⇐=を示していく。任意の CW複体 K に対し、Prop
0.0.8により、

f∗ : [K, X]∗ −→ [K, Y ]∗
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が同型となる。よって、K = Y とおくと、f∗ : [Y, X]∗ −→ [Y, Y ]∗ が同型なので、
[1Y ] ∈ [Y, Y ]∗ に対し、

∃[g] ∈ [Y, X]∗　　 s.t　　 f∗([g]) = [f ◦ g] = [1Y ]

つまり、f ◦ g ' 1Y。また、[g ◦ f ] ∈ [X,X]∗ に対し、

f∗[g ◦ f ] = [f ◦ g ◦ f ] = [f ] = f∗[1X ]

において、f∗ : [X,X]∗ −→ [X, Y ]∗ もやはり同型だから、[g ◦ f ] = [1X ]。これより、
g ◦ f ' 1X。よって、f は homotopy equivalence

□


