
特異ホモロジー群

ここでは位相空間X からその情報を引き継いだ chain complexを作ることを目標にする。

1 特異ホモロジー群

定義 1.1. S を集合としたとき、形式的有限和を集めた集合を

ZS = {
∑

aisi | ai ∈ Z, si ∈ S}

と書く。これは係数の和を用いて、演算を定義することができ、アーベル群となる。これを Sから生成さ

れた自由アーベル群と呼ぶ。ちなみに、S = φの場合、ZS = {0}という単位元からのみなる群とする。ま
た、写像 f : S −→ T に対しては、準同型 Zf : ZS −→ ZT が、

∑
aisi 7→

∑
aif(si)により定義される。

注意 1.2. S を集合、Gをアーベル群とする。このとき、写像 S −→ Gを定めることと、ZS −→ Gを定

めることは一対一対応がある。つまり、自由アーベル群からの準同型は、生成元の行き先のみで決定する。

証明 写像 f : S −→ Gがあったとき、その拡張として、f̃ : ZS −→ Gが、f̃(
∑

aisi) =
∑

aif(si)によっ
て定義され、逆に、ZS −→ Gが与えられたとき、その制限により、写像 S −→ Gが得られる。この対応

が一対一となる。

定義 1.3. X を位相空間としたとき、連続写像 σ : ∆n −→ X を特異 n-単体とよぶ。このとき、特異 n-
単体全体の集合を Sn(X)とおく。ところで、アフィン写像 di

n : ∆n−1 −→ ∆n を、

di
n(ek) =





ek 0 5 k 5 i− 1

ek+1 i 5 k 5 n

で定義する。このとき、

dn
i = (di

n)∗ : Sn(X) −→ Sn−1(X)

が、dn
i (σ) = σ ◦ di

n により定義される。dn
i を n次元の i番目の境界作用素とよぶ。

di
n, dn

i は、n-次元を省略して、di や di と書くときもある。境界作用素で重要なのは、di : Sn(X) −→
Sn−1(X)と、dj : Sn−1(X) −→ Sn−2(X)を合成した、dj ◦ di : Sn(X) −→ Sn−2(X)がどうなっている
のかということである。これを見るためには、di ◦ dj : ∆n−2 −→ ∆n がどうなっているかを調べるのが

よい。

補題 1.4. j < iのとき、di ◦ dj = dj ◦ di−1 : ∆n−2 −→ ∆n

証明 実際に ek ∈ ∆n−2 を移してみればよい。さらに場合分けを考え、0 5 k < j のとき、 k < i − 1で
あるから、

di ◦ dj(ek) = di(ek) = ek = dj ◦ di−1(ek)

また、j 5 k < i− 1のとき、

di ◦ dj(ek) = di(ek+1) = ek+1 = dj(ek) = dj ◦ di−1(ek)

さらに、i− 1 5 kにおいては、

di ◦ dj(ek) = di(ek+1) = ek+2 = dj(ek+1) = dj ◦ di−1(ek)

となる。
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系 1.5. j < iのとき、dj ◦ di = di−1 ◦ dj : Sn(X) −→ Sn−2(X)

定義 1.6. Cn(X) = ZSn(X)と定義する。このとき、Zdi : Cn(X) −→ Cn−1(X) が誘導されるが、これ
らの交互和

∂n =
n∑

i=0

(−1)iZdn
i : Cn(X) −→ Cn−1(X)

が定義できる。

命題 1.7. C(X) = {Cn(X), ∂n}は chain complexである。すなわち、∂n−1 ◦ ∂n = 0である。

証明 定義より、∂n−1 ◦ ∂n =
∑n−1

j=0

∑n
i=0(−1)i+jZdj ◦ di であるが、系 1.5 により、j < i において、

(−1)i+jdj ◦ di + (−1)i+j−1di−1dj = 0なので、上記の式の２項ずつが消えていく。つまり、∂n−1 ◦ ∂nは

n(n + 1)個の項からなるが、それを長方形で描いて対角線で区切ったとき、半分の三角形が j < iに対応

する部分で、その対角線をはさんだ反対側と対になり消えていくのである。

定義 1.8. 位相空間X に対し、S(X) = {Sn(X) , ∂n}をX の特異 chain complexとよび、ここから作ら
れるホモロジー群のことをX の特異ホモロジー群と呼んでH∗(X)であらわす。
すぐにわかることとして、n < 0 のとき、Sn(X) = 0 なので Hn(X) = 0 である。

次に連続写像とホモロジー群の関係について見ていく。

定義 1.9. f : X −→ Y を連続写像としたとき、Sn(X) −→ Sn(Y )が、σ 7→ f ◦ σにより定義される。こ

れより、自由アーベル群へ拡張され、

f] : Cn(X) −→ Cn(Y )

が与えられる。具体的には、

f]

(∑
aiσi

)
=

∑
ai (f ◦ σi)

である。

補題 1.10. f] : C(X) −→ C(Y )は chain mapである。

Proof. 生成元の σ ∈ Sn(X)に対して可換性を示せばよい。

∂Y
n ◦ f](σ) = ∂Y

n (f ◦ σ) =
∑

(−1)i(f ◦ σ ◦ di) = f]

(∑
(−1)if ◦ σ ◦ di

)
= f] ◦ ∂X

n (σ)

これより、連続写像 f : X −→ Y から、準同型 f∗ : H∗(X) −→ H∗(Y )が誘導される。

補題 1.11. f に対し、f] の対応は関手的である。つまり、恒等写像に対しては恒等写像が対応し、合成

を保つ。

証明 恒等射 1 : X −→ Xに対し、1] : C(X) −→ C(X)は生成元 σにおいて、σ 7→ 1◦σ = σより、1] = 1
である。

また、f : X −→ Y と g : Y −→ Z に対し、

(g ◦ f)](σ) = g ◦ f ◦ σ = g] ◦ f](σ)

なので、(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ である。

系 1.12. 空間が同相 X ∼= Y ならば、H∗(X) ∼= H∗(Y )である。つまり、任意の次元について Hn(X) ∼=
Hn(Y )である。

証明 同相写像 f : X −→ Y とその逆写像 g : Y −→ X に対し、f∗, g∗ を考えれば、これでホモロジー群

の同型を誘導する。
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これにより、この特異ホモロジー群が同相の判別に役立つことがわかる。なぜなら上の系の対偶を取る

と、どこかの次元でHn(X) 6∼= Hn(Y )ならば、X 6∼= Y となる。しかし残念ながらこの命題の逆は成り立

たない。つまり同相でないことの証明には使えるが、同相の証明には使えないのである。一般にトポロ

ジーでは、位相不変量という同相な空間に対しては変化しない性質に着目して、それが違えば同相ではな

いという議論をすることが多い。そういうわけで同相であることを示すのは、同相でないことを示すより

も困難（面倒）なことが多いのである。
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