
0.1. Bott周期性定理 1

0.1 Bott周期性定理

もともと Bottは U = colimnU(n)、あるいは O = colimnO(n)のホモトピー群が
周期性を持つことに気がついたのが発端だといわれている。

main theoremである Bott周期性定理は次の通りである。

Theorem 0.1.1

有限複体X に対し、自然な同型 K̃(X) ∼= K̃(Σ2X)が存在する。

この証明には次の方法が考えられる。

K̃(X) = [X,BU ] , K̃(Σ2X) = [Σ2X,BU ] = [X, Ω2BU ]

であるので、homotopy equivalenceである λ : BU −→ Ω2BU を探す事が考えられ

る。実際には、homotopy equivalence

λ : BU × Z −→ Ω2BU

が存在する。この λの構成は河野・玉木の「一般コホモロジー」に書いてある。

一方 Allen Hatcherの論文にはまずK(X × S2) ∼= K(X)⊗K(S2)を示し、smash
productを混ぜたK∗の exact sequenceから定理を導いている。こちらのほうが元の
対応がはっきりしているのでここではこちらの方法を紹介する。

Definition 0.1.2

µ : K(X)⊗K(Y ) −→ K(X × Y )を a⊗ b ∈ K(X)⊗K(Y )に対し、

µ(a⊗ b) = p∗1(a)p∗2(b)

により定義する。ただし、p1, p2 はそれぞれの成分への projectionとする。K(X)⊗
K(Y )は環であり、µは環準同型である。µを external productとよぶ。

また、K̃ においては、K̃(X) = Ker(K(X) −→ K(∗))であり、K(X) ∼= K̃(X)⊕Z
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でもあったことを思い出すと、

K̃(X)⊗ K̃(Y ) K̃(X ∧ Y )

K(X)⊗K(Y ) ∼= K̃(X)⊗ K̃(Y )⊕ K̃(X)⊕ K̃(Y )⊕ Z K(X × Y )

K̃(X)⊕ K̃(Y )⊕ Z K(∗) ∼= Z

? ?

?

-µ

?
-

pZ

において、両側縦は完全列で、下の図式は可換である。（ベクトル束の次元で話を進

めているので external product、Z⊗ Z ∼= Z、K(X) ∼= K̃(X)⊕ Zの対応をそれぞれ

考えればよい。）よって µの制限により、m̃u : K̃(X)⊗ K̃(Y ) −→ K̃(X ∧ Y ) が導か
れる。同じくこれも external productと呼ぶ。

external productは特異コホモロジーで言うところのクロス積である。Bott周期性
定理の証明には Y = S2のときが重要で、このとき external productが同型になるこ
とを示したい。そのためにはK(S2)の構造を知る必要がある。

Lemma 0.1.3

f, g : Sn−1 −→ U(n)に対し、f⊕g : Sk−1 −→ U(2n)を f⊕g(x) =

(
f(x) 0

0 g(x)

)

で定義し、fg : Sk−1 −→ U(n)を行列の積により fg(x) = f(x)g(x)で定義する。こ
のとき、f ⊕ g ' fg ⊕ En である。ただし、En は単位行列への constant map

proof)　　 T ∈ U(2n)を (x1, · · ·x2n) 7→ (xn+1, · · · , x2n, x1, · · · , xn)により定め
る。U(2n)は弧状連結であるから、α : I −→ U(2n)で、α(0) = E2n , α(1) = T となる

ものが存在する。よって、H : Sk−1×I −→ U(2n)を、H(x, t) = (f⊕En)(x)α(t)(g⊕
En)(x)により定義すれば、

H(x, 0) = (f⊕En)(g⊕En)(x) = (fg⊕En) , H(x, 1) = (f⊕En)(En⊕g)(x) = f⊕g(x)

となるので、fg ⊕ En ' f ⊕ g
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□

Remmark 0.1.4

Lemma 0.1.3において特に n = 1のとき、fg = f ⊗ gとなる。ただし、f ⊗ g(x) =
f(x)⊗ g(x)である。

Corollary 0.1.5

H を S2 = CP 1上の標準的な複素直線束（canonical line bundle）とする。このと
き、H ∈ [S2, BU(1)] = [S1, U(1)]と考えると、Lemma 0.1.3と Remmark 0.1.4によ
り、H⊗H⊕1 ∼= H⊗Hとなる。K(S2)において、H2+1 = 2Hであり、(H−1)2 = 0
と考えられる。よって、環準同型

α : Z[H]/(H − 1)2 −→ K(S2)

が得られるが、定義域はH の Z係数の形式的べき級数環で (H − 1)2で生成されるイ
デアルで商を取ったものである。

Allen Hatcherは論文の中で１０ページ以上にわたって次の同型を示しているが、
残念ながら省略させていただきたい。

Theorem 0.1.6

β : K(X)⊗ Z[H]/(H − 1)2 1⊗α−→ K(X)⊗K(S2)
µ−→ K(X × S2)

は環同型である。

特に X = ∗とすれば、α : Z[H]/(H − 1)2 −→ K(S2)が環同型であることがわか
る。よって、external product

µ : K(X)⊗K(S2) −→ K(X × S2)

が同型である。

Remmark 0.1.7

H2 = 2H − 1であるので、Z[H]/(H − 1)2 = K(S2)は {1,H}で生成される自由
アーベル群であり、K̃(X) = Ker(K(X) −→ K(∗)) であったので、K(S2) −→ K(∗)
の対応は aH + b 7→ a + bと考えられ、

K̃(S2) = {aH + b ∈ K(S2) | a + b = 0 } = {a(H − 1) ∈ K(S2)}

であるため、K̃(S2)は (H − 1)のみで生成される自由アーベル群である。
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Proposition 0.1.8

(X, A)を有限複体対とするとその cofiber sequence

A
i−→ X

p−→ X/A

を考える。つまり、iは inclusionであり、pは projectionである。このとき、

K̃(X/A)
p∗−→ K̃(X) i∗−→ K̃(A)

は exactである。

proof)　　 homotopy equivalenceである。BU −→ ΩSU が存在する。

X/Aも有限複体である。これより、

K̃(X/A)
p∗−→ K̃(X) i∗−→ K̃(A)

をホモトピー集合に変換して考えれば、

K̃(X/A) K̃(X) K̃(A)

[X/A,BU ] [X, BU ] [A, BU ]

[X/A,ΩSU ] [X, ΩSU ] [A, ΩSU ]

[Σ(X/A), SU ] [ΣX,SU ] [ΣA,SU ]

-p∗

?

∼=

-i∗

?

∼=

?

∼=

-p∗

?

∼=

-i∗

?

∼=

?

∼=

-p∗

?

∼=

-i∗

?

∼=

?

∼=

-Σp∗ -Σi∗

の可換図で下列は完全列になる。
□

homotopy equivalenceであるBU −→ ΩSU の構成については河野・玉木の「一般

コホモロジー論」に書いてある。Allen Hatcherはきちんと元を取ってKeri∗ = Imp∗

を示しているが、結構面倒そう。
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Lemma 0.1.9

A,B : 有限複体ならば、K̃(A ∨B) ∼= K̃(A)⊕ K̃(B)

proof)　　 K̃(A ∨B) ∼= [A ∨B, BU ] ∼= [A,BU ]⊕ [B, BU ] ∼= K̃(A)⊕ K̃(B)
□

Theorem 0.1.10 　　

有限複体X に対し、自然な同型 K̃(X)⊗ K̃(S2) ∼= K̃(Σ2X)が存在する。

proof)　　 Y を有限複体とする。Prop 0.1.8 (X × Y, X ∨ Y )の exact sequenceを
考えると、

K̃(X ∧ Y ) −→ K̃(X × Y ) −→ K̃(X ∨ Y ) ∼= K̃(X)⊕ K̃(Y )

が exactであるが、p∗1 + p∗2 : K̃(X)⊕ K̃(Y ) −→ K̃(X × Y )を考えれば、この完全列
は splitするので、

K̃(X × Y ) ∼= K̃(X ∧ Y )⊕ K̃(X)⊕ K̃(Y )

また、K(X) ∼= K̃(X)⊕ Zであったことも思い出すと、

K(X)⊗K(Y ) (K̃(X)⊗ K̃(Y ))⊕ K̃(X)⊕ K̃(Y )⊕ Z

K(X × Y ) K̃(X ∧ Y )⊕ K̃(X)⊕ K̃(Y )⊕ Z
?

µ

-∼=

?

µ̃⊕1

-∼=

は可換になり、Y = S2 のとき、µは同型であった。よって、µ̃も同型である。
□

Theorem 0.1.11 　　（Bott Periodicity Thorem）

X を有限複体とする。β : K̃(X) −→ K̃(Σ2X)を β(a) = (H − 1) ∗ aにより定義す

る。ただし、H ∈ K̃(S2)は S2 = CP 1上の canonical line bundleである。このとき、
β は同型である。
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proof)　　 β : K̃(X)
γ−→ K̃(S2)⊗ K̃(X)

µ̃−→ K̃Σ2X という分解を考える。ただ

し、γ(a) = (H − 1)⊗ aである。このとき、K̃(S2)は一元生成の自由アーベル群なの
で、K̃(S2) ∼= Zであり、γ は同型となる。Theorem 0.1.10により µ̃も同型だったの

で、β も同型である。
□

Corollary 0.1.12

K̃(S2n+1) ∼= 0であり、K̃(S2n) ∼= Zであり、その生成元は (H − 1) ∗ (H − 1) ∗ · · · ∗
(H − 1)である。

proof)　　 U は弧状連結であるので、K̃(S1) ∼= [S1, BU ] ∼= [S0, U ] = 0であるの
で、あとは Bott周期性定理を使えばよい。後半の主張も Bott周期性定理を用いれば
よい。

□

Remmark 0.1.13

π2n+1(U) ∼= Z , π2n(U) = 0

Bott周期性定理を用いて新たな cohomology theoryを構成できる。

Definition 0.1.14

n = 0とし、K̃−n(X) = K̃(ΣnX)とおく。ただし、K̃0(X) = K̃(X)である。また
正の次元においては、K̃2n(X) = K̃(X) , K̃2n−1(X) = K̃(ΣX)と定義する。

K̃∗ : TOP −→ Graduated Abelian Group

は反変関手（contravariant fanctor）である。ただしmorphism対応は次元が偶数の
とき、f∗ : K̃(X) −→ K̃(Y )で、奇数のときは (Σf)∗ : K̃(ΣX) −→ K̃(ΣY ) である。

Theorem 0.1.15

K̃∗ : Finite Cell Complex −→ Graduated Abelian Group

は general reduced cohomology theoryである。

proof)　　 cohomology theoryにおける次元公理以外を確かめればよい。
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- exactness axiom-

(X,A)に対し、Prop 0.1.8の続きを考えれば、

K̃(Σ2A) → K̃(Σ(X/A)) → K̃(ΣX) → K̃(ΣA) → K̃(X/A) → K̃(X) → K̃(A)

の完全列があるので、定義に従って書き直せば、

K̃−2(A) → K̃−1(X/A) → K̃−1(X) → K̃0(ΣA) → K̃0(X/A) → K̃0(X) → K̃(A)

であるが、ここで、Bottの周期性定理により K̃−2(A) = K̃(Σ2A) ∼= K̃(A) = K0(A)
となり、この完全列は loopを繰り返す。つまり、

K̃0(X/A) K̃0(X) K̃0(A)

K̃1(A) K̃1(X) K̃1(X/A)

- -

?

6

¾ ¾

といった具合である。なので、K̃∗ の定義から、長い完全列が存在する。

- suspension axiom-

K̃∗ の定義と Bott周期性定理を用いれば成立する。

- additivity axiom-

K̃(
∨

Xλ) ∼= [
∨

Xλ, BU ] ∼= ∏
λ[Xλ, BU ] ∼= ∏

λ K̃(Xλ) であり、Σ(
∨

X) ∼= ∨
(ΣXλ)

であることを考えれば成立する。

- homotopy axiom-

K̃(X) ∼= [X, BU ]であるから成り立つ。
□

Definition 0.1.16

reduced ではない対空間の cohomology theory も考えられるので、CW 複体対の

場合にはK∗(X, A) = K̃∗(X/A)とおけばよかった。これにより、K∗は cohomology
theoryとなる。

これらK∗、̃K∗ を複素K-theoryと呼ぶ。


