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0.1 分裂原理

Definition 0.1.1

複素 n次ベクトル束 ξ = (E, p, B)に対し、ファイバー束 ρξ = (P, q, B,CPn−1)を
次のように定義する。b ∈ B に対し、q−1(b)を n次ベクトル空間 p−1(b)の一次元線
形部分空間全体とする。さらに、P =

⋃
b∈B q−1(b)とし、π : E0 −→ P を e ∈ E0 に

対し、p−1(p(e))の一次元線形部分空間全体を対応させるものとする。これは明らか
に全射で、πによる E0 の商位相を P に与える。この ρξ を ξの付属射影ファイバー

束と呼ぶ。

さらに、q∗(ξ) = (E′, p′, P )を考えたとき、E′ = { (e, l) ∈ E ×P | p(e) = q(l) }で
あるが、その部分空間 E1 = { (e, l) ∈ E′ | e ∈ l }とき、p1 = p′|E1

とすれば、

γξ = (E1, p1, P )

は q∗(ξ)の部分直線束である。

Lemma 0.1.2

複素 n次ベクトル束 ξ = (E, p,B)に対し、付属ファイバー束 ρξ = (P, q,B,CPn−1)
と q∗(ξ)の部分直線束 γξ = (E1, p1, P )と、標準直線束 γ1(Cn) = (E′, p′,CPn−1) を
考えたとき、それらの Euler類、χ(γξ) ∈ H2(P ) , χ(γ1(Cn)) ∈ H2(CPn−1) により、
0次準同型、

θ : H∗(CPn−1) −→ H∗(P )

を、χ(γ1(Cn))k 7→ χ(γξ)k　 (k = 0, 1, · · · , n− 1)により定義する。このとき、任意
の b ∈ B に対し、inclusionからの誘導

j∗b : H∗(P ) −→ H∗(q−1(b))

を考えると、j∗b ◦ θは同型である。

proof)　　束写像 f : γ1(Cn) −→ j∗b (γξ)で、底空間の写像が同相であるようなも
のが存在する。よって、
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は可換となり、g∗◦j∗b (χ(γξ)) = χ(γ1(Cn))である。cup積の性質から、g∗◦j∗b (χ(γξ)k) =
χ(γ1(Cn))k であり、つまり、g∗ ◦ j∗b ◦ θ = 1 が言えるため、g∗ が同型であることを

考えれば、j∗b ◦ θも同型である。
□

Remmark 0.1.3

Lemma 0.1.2により、ρξ に Leray-Hirschの定理を適用すると、

Φ∗ : H∗(B)⊗H∗(CPn−1)
∼=−→ H∗(P )

が、Φ(β ⊗ χ(γ1(Cn))k) = q∗(β)χ(γξ)k　 (k = 0, 1, · · · , n − 1) で与えられる。つま
り、α ∈ H∗(P )をとると、

α =
n∑

i=1

q∗(βi)χ(γξ)n−i　　 (βi ∈ H∗(B))

と一意に表せる。

Definition 0.1.4

ξ = (E, p, B) を複素 n 次ベクトル束とする。位相空間 B1 からの連続写像、g :
B1 −→ B が次を満たすとき gを ξの分解写像と呼ぶ。

1. 　 g∗(ξ)は n個の複素直線束のWhitney和に同型である。

2. 　各mに対し、g∗ : Hm(B) −→ Hm(B1)は単射である。

Theorem 0.1.5

ξ = (E, p, B)を複素 n次元ベクトル束とし、B が paracompact Hausdorff空間な
らば、g : B1 −→ Bで B1が paracompact Hausdorffであるような ξの分解写像が存

在する。

proof)　　 n = 1のときは、恒等射 B −→ B が求める分解写像である。よって、

n に関する帰納法を用いる。n − 1 まで定理を満たすとする。ξ の付属射影ファイ

バー束 ρξ = (P, q, B,CPn−1)を考えると、B が paracompact Hausdorffで CPn−1

が compact Hausdorff であるので、P は paracompact Hausdorff である。よって、
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q∗(ξ) = (E′, p′, P )は P を底空間とするので Hermite計量もち、部分直線束 γ1
ξ とそ

の直交補束によって分解でき、

q∗(ξ) ∼= γ1
ξ ⊕ (γ1

ξ )⊥

となる。ここで (γ1
ξ )⊥ は複素 n− 1次元ベクトル束であるので、帰納法の仮定から、

paracompact Hasdorff空間 B1 と分解写像、g1 : B1 −→ P が存在する。このとき、

g = q ◦ g1 : B1 −→ B

とおくと、

g∗(ξ) = g∗1 ◦ q∗(ξ) ∼= g∗1(γ1
ξ ⊕ (γ1

ξ )⊥) ∼= g∗1(γ1
ξ )⊕ g∗1((γ1

ξ )⊥)

であるが、g∗1((γ1
ξ )⊥)は n− 1の複素直線束の whitney和に同型であるから、g∗(ξ)は

n個の複素直線側に同型である。また、q∗ : H∗(B) −→ H∗(P )を考えるとき、各m

に対し、

q∗ : Hm(B) ∼= Hm(B)⊗H0(CPn−1) ↪→ (H∗(B)⊗H∗(CPn−1))m
∼= Hm(P )

という合成であるので、q∗は単射である。仮定より、g∗1 も単射なので、g∗ = g∗1 ◦ q∗

は単射である。
□

Corollary 0.1.6

ξi　 (i = 1, 2, · · · ,m)は paracompact Hausdorff空間Bを底空間にもつ複素 n次ベ

クトル束とする。このとき、paracompact Hausdorff空間B1からの写像 g : B1 −→ B

で、ξi　 (i = 1, 2, · · · , n)すべての分解写像であるものが存在する。

proof)　　 m = 1のときは、Theorem ??で示した。よって mの帰納法で示す。

m − 1 まで定理が成り立つとすると、ξi　 (i = 1, 2, · · · ,m − 1) すべての分解写像
となる、g1 : A1 −→ B で A1 が paracompact Hausdorffであるものが存在する。ま
た、g∗1(ξm)は A1 を底空間とする n次ベクトル束であるから、Theorem ??により、

paracompact Hausodorff空間 B1 と分解写像 g2 : B1 −→ A1 が存在する。よって、

g = g1 ◦ g2 : B1 −→ B を考えると、1 5 i 5 m− 1に対しては、g∗(ξi) = g∗2(g∗1(ξi))
で g∗1(ξi)が n個の直線束 whitney和に同型となるので、g∗(ξi)も同様である。また、
i = m の時は、g∗(ξm) = g∗2(g∗1(ξm)) で g2 の定義から、これも同様である。また、

g∗1 , g∗2 は単射だから g∗ = g∗2 ◦ g∗1 も単射である。
□


