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0.1 複素数のEuler類

実ベクトル束の特性類に関してはどうしても向きを勘案する必要があるが、複素ベ

クトル束に関してはそれを取っ払える。

Definition 0.1.1

V n を複素 n次ベクトル空間とする。このとき、R ⊂ Cであるので、V n のスカ

ラー倍をRに制限することにより、V n を実ベクトル空間 V n
R と見ることができる。

このとき、(v1, v2, · · · , vn)を V n の基底とすると、
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√−1, · · · , vn, vn

√−1)

が V n
R の基底となることは簡単に示せる。(v1, v2, · · · , vn) , (v′1, v

′
2, · · · , vn′) を V nの

基底とする。このとき、

v′i =
n∑

j=1

zijvj　　 (zij = aij + bij

√−1 ∈ C)

と一意で表せる。このとき、
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であるが、A =




a11 b11 · · · a1n b1n

−b11 a11 · · · −b1n a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 bn1 · · · ann bnn

−bn1 an1 · · · −bnn ann




とおけば、detA = | det(zij)|2 > 0であるため、V n
R における順序付ける基底、

(v1, v1

√−1, v2, v2

√−1, · · · , vn, vn

√−1)

は、(v1, v2, · · · , vn)に関係なく向きが与えられる。V n
R には常にこの向きが与えられ

るものとする。
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ξ = (E, p,B)を複素 n次ベクトル束とする。各、p−1(b)は複素 n次ベクトル空間

なので、p−1(b)R を考えることにより、ξ を実 2nベクトル束と考えられる。これを

ξR で表し、ξの実形と呼ぶ。

Lemma 0.1.2

複素 n次ベクトル束 ξ = (E, p,B)の実形 ξR は向き付けられる。

proof)　　 b ∈ Bに対し、その座標近傍、局所自明化を (U,ϕ)とする。つまり、ϕ :
p−1(U) −→ U ×Cn ∼= R2nである。ξ|U の 2n個の断面、s1, s2, · · · , sn, s′1, s

′
2, · · · , s′n

を

si(b) = ϕ(b, ei) , s′i(b) = si(b)
√−1

と定義する。ただし、ei = (0, 0, · · · , 0, 1, 0 · · · , 0)　 (i番目だけ 1)の単位ベクトルと
する。このとき、(s1(b), s2(b), · · · , sn(b))は p−1(b)の基底になるので、

(s1(b), s2(b), · · · , sn(b), s′1(b), s
′
2(b), · · · , s′n(b))

は p−1(b)R の向きを表す順序付けられた基底となる。
□

Definition 0.1.3

ξ = (E, p,B)は複素 n次ベクトル束とする。このとき、ξ の実形 ξR は向き付け

られた実 2n 次ベクトル束であるので、Thom 類 w(ξR) ∈ H2n(E, E0) と Euler 類
χ(ξR) ∈ H2n(B)が定まるが、これをそれぞれ w(ξ), χ(ξ)とかく。また射影空間のホ
モロジー群やコホモロジー群を見れば分かるのだが、複素のほうがスッキリしている。

そういった意味もあってベクトル束では複素ベクトル束の方が扱いやすい。

射影空間のコホモロジー環はかなり重要である。射影空間のコホモロジー群に関し

ては、ホモロジー群と普遍係数定理を使えば同じような感じになるのはわかる。ただ

し、環としての構造となるともう少し深い議論になる。

Definition 0.1.4

係数Rの xに関する多項式環をR[x]とおく。このとき、xnで生成されるイデアル

による商環を R[x]/(xn)と書く。つまり、xnの次数以上の多項式は存在しなくする。

また xの次数を dとすることにより、R[x], R[x]/(xn)は次数付の環となる。ただし、
(R[x])md = { rxm | r ∈ R }とし、それ以外は 0とする。
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Theorem 0.1.5

H∗(RPn;Z2) ∼= Z2[α]/(αn+1) , H∗(RP∞;Z2) ∼= Z2[α]

ただし、αの次数は 1。

H∗(CPn; R) ∼= R[α]/(αn+1) , H∗(CP∞;R) ∼= R[α]

ただし、αの次数は 2

proof) 　　実射影空間で示す。標準直線束 ξ = (E, p,RPn) を考えると、E0 ∼=
Rn+1−{0} ' Snであるので、Thom-Gysin完全列を考え、α = χ(ξ) ∈ H1(RPn;Z2)
とおくと、

· · · −→ Hm−1(E0;Z2) −→ Hm−1(RPn;Z2)
∪α−→ Hm(RPn;Z2) −→ Hm(E0;Z2) −→ · · ·

よって、1 < m < n− 1の範囲で ∪αが同型になる事はすぐにわかる。また、m = 1
のときは、

0 −→ H0(RPn;Z2)
∼=−→ H0(E0;Z2) −→ H0(RPn;Z2)

∪α−→ H1(RPn;Z2) −→ 0

の完全列から ∪αが同型で、m = nのときは、

0 −→ Hn−1(RPn;Z2)
∪α−→ Hn(RPn;Z2)

の完全性、つまり∪αの単射性と、Hn(E0;Z2) ∼= Z2 , Hn(RPn;Z2) ∼= Z2を用いれば

∪αが同型となる。よって、∪α : Hm−1(RPn;Z2) −→ Hm(RPn;Z2)は 0 < m < n+1
の範囲で同型となる。また、mがこの範囲以外のときはHm(RPn;Z2) = 0であるの
で、求める結果を得る。複素射影空間にしても同様である。

□

上の証明で実射影空間の方だけ Z2係数で考えるのは標準直線束に向きが付けられ

るかどうかが定かでないためである。やはり複素ベクトル束の方が扱いやすい。よっ

てここから複素ベクトル束についてその性質を考える。もちろん実数の場合では Z2

係数で考えれば同じことが成り立つ。複素ベクトルのオイラー類に対しても実ベクト

ル束のような性質が成り立つ。

Fact 0.1.6
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ξ, ξ′ を複素 n次ベクトル束とし、f : ξ −→ ξ′ を束写像とし、その底空間の写像を

g としたとき、χ(ξ) = g∗(χ(ξ′)) である。特に ξ ∼= ξ′ ならば、χ(ξ) = χ(ξ′)であり、
自明束に対しては χ(εn) = 0 である。

Fact 0.1.7

ξ1, ξ2 を同じ底空間を持つ複素 m 次、n 次ベクトル束としたとき、χ(ξ1 ⊕ ξ2) =
χ(ξ1) ∪ χ(ξ2)である。

Proposition 0.1.8

ξ1 , ξ2を同じ底空間 Bを持つ複素直線束とする。Bが paracompact Hausdorffな
らば、H2(B)において、χ(ξ1 ⊗ ξ2) = χ(ξ1) + χ(ξ2)である。

proof) 　　 g1, g2 : B −→ BU(1) = CP∞ をそれぞれ、ξ1, ξ2 の分類写像とす

る。つまり、標準的な主 U(1) 束 EU(1) = S∞ −→ BU(1) = CP∞ に同伴するベ

クトル束 γ = (E, p,CP∞) としたとき、g∗i (γ) ∼= ξi　 (i = 1, 2) である。ここで、
p1, p2 : CP∞ ×CP∞ −→ CP∞をそれぞれ第一成分、第二成分への射影とする。こ

のとき、p∗1(γ)⊗ p∗2(γ)の分類写像を、h : CP∞ ×CP∞ −→ CP∞ とおく。つまり、

h∗(γ) ∼= p∗1(γ)⊗ p∗2(γ) である。ここで、g : B −→ CP∞ を、

g : B
d−→ B ×B

g1×g2−→ CP∞ ×CP∞ h−→ CP∞

で定義する。ただし、d : B −→ B ×B は対角写像とする。

g∗(γ) = (h ◦ g1 × g2 ◦ d)∗(γ)

= d∗(g1 × g2)∗h∗(γ)

= d∗(g1 × g2)∗(p∗1(γ)⊗ p∗2(γ))

= d∗g∗1p∗1(γ)⊗ d∗g∗2p∗2(γ)

= g∗1(γ)⊗ g∗2(γ) = ξ1 ⊗ ξ2

よって、

χ(ξ1 ⊗ ξ2) = χ(g∗(γ)) = g∗(χ(γ)) = d∗(g1 × g2)∗h∗(χ(γ))

このとき、Kunnethの定理から

H2(CP∞ ×CP∞) ∼= (H0(CP∞)⊗H2(CP∞))⊕ (H2(CP∞)⊗H0(CP∞))
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であるので、Prop 0.1.5により、H2(CP∞×CP∞)は χ(γ)×1 , 1×χ(γ)で生成され
る自由加群である。i1 , i2 : CP∞ −→ CP∞×CP∞ をそれぞれの成分への inclusion
とおくと、

i∗1h
∗χ(γ) = χ(i∗1 ◦ h∗(γ)) = χ(i∗1(p

∗
1(γ)⊗ p∗2(γ))) = χ(γ ⊗ ε1) = χ(γ)

同様に、i∗2h
∗(χ(γ)) = χ(γ)であるので、

H2(CPn)

H2(CP∞ ×CP∞) H2(CP∞)⊕H2(CP∞)

©©©©©©¼

h∗
HHHHHHj

d

-∼= -
i∗1⊕i∗2

は可換となり、一方、

i∗1 ⊕ i∗2(χ(γ)× 1 + 1× χ(γ)) = (χ(γ), 0) + (0, χ(γ)) = (χ(γ), χ(γ)) = d(χ(γ))

であるため、h∗(χ(γ)) = χ(γ) × 1 + 1 × χ(γ)である。よって、cup積とクロス積の
関係を思い出せば、

χ(ξ1 ⊗ ξ2) = d∗(g1 × g2)∗h∗(χ(γ))

= d∗(g1 × g2)∗(χ(γ)× 1 + 1× χ(γ)

= d∗(g1 × g2)∗(χ(γ)× 1) + d∗(g1 × g2)∗(1× χ(γ))

= g∗1(χ(γ)) ∪ g∗2(1) + g∗1(1) ∪ g∗2(χ(γ))

= χ(g∗1(γ)) ∪ 1 + 1 ∪ χ(g∗2(γ)) = χ(ξ1) + χ(ξ2)

となる。
□


