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Definition 0.0.1

X を n多様体とする。x ∈ X に対し、Hn(X, X − x) ∼= Zであったので、その生成

元 wxをひとつづつ選び、その集合 {wx}x∈X を考える。このとき、∀α ∈ X のに対し

、
∃N : αの近傍 , ∃wN ∈ Hn(X, X −N)

s.t　 ∀x ∈ N で、jx
N ∗ : Hn(X,X − N) −→ Hn(X, X − x)に対し、jx

N ∗(wN ) = wx

を満たすとき、{wx}x∈X を X の向き (orientation)と呼ぶ。多様体 X に向きが存在

するとき、X は向き付け可能 (orientable)と呼び、向き付け可能な多様体 X に向き

が指定されている場合、X を向き付けられた多様体と呼ぶ。

Remmark 0.0.2

X が向き付けられた多様体で、X ∼= Y ならば、Y も向き付け可能

proof)　　 Y が多様体になることは以前に示した。また、X
f∼= Y とし、{wx}x∈X

をX の向きとすると、y ∈ Y に対し、wy = f(wf−1(y)) ∈ Hn(X, X − y)は生成元で
あり、∀y ∈ Y、α = f−1(y) ∈ X に対し、

∃N : αの近傍 , ∃wN ∈ Hn(X, X −N)

s.t　 ∀x ∈ N で、jx
N ∗ : Hn(X, X −N) −→ Hn(X, X − x)に対し、jx

N ∗(wN ) = wx

ここで、M = f(N), wM = f(wN ) ∈ Hn(X,X −M)とおくと、

Hn(X, X −N) Hn(X, X − x)

Hn(Y, Y −M) Hn(Y, Y − y)

-
j

f−1(y)
N ∗

?
f∗

?
f∗

-
jy
M∗

が可換となり、y ∈ M に対し、jy
M ∗(wM ) = wy。これより、{wy}y∈Yが Y の向きで

ある。
□

Proposition 0.0.3
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Rn は向き付け可能な多様体である。

proof)　　 w0 ∈ Hn(Rn,Rn − 0)を生成元の１つとする。x ∈ Rn に対し、

h : (Rn,Rn − 0) −→ (Rn,Rn − x)

を同相とし、wx = h∗(w0)とする。wxは生成元である。

D = {y ∈ Rn | |y| 5 2|x| }

とおけば、Dは xの近傍である。また、

Hn(Rn,Rn −D) Hn(Rn,Rn −D)

Hn(Rn,Rn − 0) Hn(Rn,Rn − x)
?

j0
D∗

-=

?

jx
D∗

-
h∗

が可換であり、j0
D∗ が同型なので、wD = j0

D
−1

∗ (w0) ∈ Hn(Rn,Rn −D)とおけば、

∀x ∈ Dに対し、jx
D∗(wD) = wx

であるので、{wx}x∈Rn はRn の向きである。
□

Proposition 0.0.4

X が向き付けられた多様体で、U をX の開部分多様体とすると、U も向き付け可

能である。

proof)　　 {wx}x∈X をX の向きとする。x ∈ U に対し、

i : (U,U − x) −→ (X, X − x)

を inclusionとすると、切除定理より、

i∗ : H∗(U,U − x)
∼=−→ H∗(X, X − x)

であり、w′x = i−1
∗ (wx)とおくと、w′xは生成元である。また、

∀x ∈ U に対し、x ∈ X

であるため、
∃N : xの近傍 , ∃wN ∈ Hn(X, X −N)



3

s.t　 jx
N ∗ : Hn(X, X −N) −→ Hn(X, X − x)に対し、jx

N ∗(wN ) = wx

ここで、x ∈ U ∩N であるが、ここで、V : open in X で、

x ∈ V ⊂ V ⊂ U ∩N

であり、V : compactであるものが存在する。

jV
N ∗ : Hn(X, X −N) −→ Hn(X, X − V )

に対し、jV
N ∗(wN ) ∈ Hn(X, X −V )を考える。wV = i−1

∗ ◦ jV
N ∗(wN ) ∈ Hn(U,U −V )

とおくと、

Hn(U,U − V ) Hn(X,X − V )

Hn(U,U − x) Hn(X, X − x)
?

jx
V ∗

-∼=

?
jx
V ∗

-∼=

の図式が可換であるから、jx
V ∗(wV ) = w′xであるため、{w′x}x∈U が U の向きである。

□

Proposition 0.0.5

X,Y が向き付けられた多様体とすると、X × Y も向き付け可能である。

proof)　　X を n多様体、Y をm多様体とする。{wx}x∈X , {wy}y∈Y をそれぞれ

X, Y の向きとする。(x, y) ∈ X × Y に対し、クロス積により wx ×wy ∈ Hn+m(X ×
Y, X × Y − (x, y))である。ここで、H∗(X,X − x)は自由であり、Künnethの定理

により、

× : H∗(X,X − x)⊗H∗(Y, Y − y)
∼=−→ H∗(X × Y,X × Y − (x, y))

ここで、Hp(X, X − x) = 0　 (p 6= n) , Hq(Y, Y − y) = 0　 (q 6= m)であるため、

× : Hn(X, X − x)⊗Hm(Y, Y − y)
∼=−→ Hn+m(X × Y, X × Y − (x, y))

よって、wx × wy は生成元であることがわかる。さらに、∀(α, β) ∈ X × Y に対し、

∃N : αの近傍 , M : βの近傍 , wN ∈ Hn(X, X −N) , wM ∈ Hn(X,X −M)
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s.t　　 (x, y) ∈ N×M に対し、jx
N ∗(wN ) = wx , jy

M ∗(wM ) = wyであるため、N×M

は (x, y)の近傍で、

Hn(X, X −N)⊗Hm(Y, Y −M) Hn(X,X − x)⊗Hm(Y, Y − y)

Hn+m(X × Y, X × Y −N ×M) Hn+m(X × Y,X × Y − (x, y))
?

×

-jx
N∗⊗jy

M∗

?

×

-
jx,y
N×M∗

が可換であり、jx,y
N×M ∗(wN × wM ) = wx × wy であることがわかる。

これより、{wx × wy}(x,y)∈X×Y がX × Y の向きである。
□

Proposition 0.0.6

X, Y が多様体で、X × Y が向き付け可能であるならば、X, Y も向き付け可能で

ある。

proof)　　 {wx,y}(x,y)∈X×Y をX × Y の向きとする。X が向き付け可能であるこ

とを示す。∀x ∈ X に対し、y0 ∈ Y と、生成元 wy0 ∈ Hm(Y, Y − y0)を固定する。

× : Hn(X, X − x)⊗Hm(Y, Y − y0)
∼=−→ Hn+m(X × Y,X × Y − (x, y0))

であったので、wx × wy0 = wx,y0 となる wx ∈ Hn(X, X − x)が存在し、これは生成
元である。

∀α ∈ X に対し、

∃N : (α, y0)の近傍 , ∃wN ∈ Hn(X × Y, X × Y −N)

s.t　 ∀(x, y) ∈ N で、

j
(x,y)
N ∗ : Hn(X × Y, X × Y −N) −→ Hn(X × Y, X ×−(x, y))

に対し、j
(x,y)
N ∗(wN ) = wx,y である。ここで、

∃U : open in X , ∃V : open in Y 　　 s.t　　 (α, y0) ∈ U × V ⊂ N
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さらに、(α, y0) ∈ U × {y0} ⊂ N である。∀x ∈ U に対し、次の図式

Hn+m(X × Y, X × Y −N) Hn+m(X × Y, X × Y − (x, y0))

Hn+m(X × Y, X × Y − U × {y0}) Hn+m(X × Y, X × Y − (x, y0))

Hn(X, X − U)⊗Hm(Y, Y − y0) Hn(X,X − x)⊗Hm(Y, Y − y0)

-
j
(x,y0)
N ∗

?

j
U×{y0}
N ∗

?

=

-
j
(x,y0)
U×{y0}∗

6

∼=

-
jx
U∗⊗1

6

∼=

は可換となり、wU×{y0} = j
U×{y0}
N ∗(wN )とおけば、

wU×{y0} = wU × wy0

となる wU ∈ Hn(X,X − U)が存在し、jx
U ∗(wU ) = wx を満たす。

これより、X は向き付け可能で、同様にして Y にも向きが存在する。
□

Proposition 0.0.7

Sn は向き付け可能な多様体である。

proof)　　Rn+1 − 0 ∼= Sn ×Rであり、

Rn+1−0はRn+1の開部分多様体なので向き付け可能である。よって、Prop 0.0.6
により、Sn も向き付け可能。

□

Theorem 0.0.8

Xは向き付けられた n多様体で、{wx}x∈X をその向きとする。KをXの compact
集合とすると、wK ∈ Hn(X, X −K)で、∀x ∈ K に対し、jx

K∗(wK) = wxを満たすも

のが一意に存在する。
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この証明も各段階を踏まなければ、ならないので以下で条件を限定しつつ進める。

Lemma 0.0.9

Xは向き付けられた n多様体で、{wx}x∈X をその向きとする。KをXの compact
集合とすると、wK ∈ Hn(X, X −K)で、∀x ∈ K に対し、jx

K∗(wK) = wxを満たすも

のが存在すれば、一意に存在する。

proof)　　 wK , w′K ∈ Hn(X, X −K)に対し、∀x ∈ K に対し、

jx
K∗(wK) = wx , jx

K∗(w
′
K) = wx

を満たすものとする。これより、jx
K∗(wK −w′K) = 0。K は closedであるため、消滅

定理により、wK − w′K = 0である。よって、wK = w′K
□

Lemma 0.0.10

X は向き付けられた n多様体で、K, L : X の compact集合に対し、定理を満た
す wK , wL が存在すれば、K ∪ Lにおいて、定理を満たす wK∪L が存在する。

proof)　　 (X, X −K) , (X, X − L)のMayer-Vietorice完全列を考えると、

Hn(X, X − (K ∪ L)) 1−→ Hn(X,X −K)⊕Hn(X,X −L)
j−→ Hn(X, X − (K ∩L))

が完全であるが、x ∈ K ∩ Lに対し、

jx
K∩L∗ ◦ jK∩L

K ∗(wK) = jx
K∗(wK) = wx

jx
K∩L∗ ◦ jK∩L

L ∗(wL) = jx
L∗(wL) = wx

であるため、jx
K∩L∗(j

K∩L
K ∗(wK)− jK∩L

L ∗(wL)) = 0

K ∩Lは closedであるため、消滅定理により、jK∩L
K ∗(wK)− jK∩L

L ∗(wL) = 0であ
る。よって、

j(wK ,−wL) = jK∩L
K ∗(wK)− jK∩L

L ∗(wL) = 0

であるため、完全列により、∃a ∈ Hn(X, X− (K ∪L))　　 s.t　　 i(a) = (wK , wL)
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これより、jK
K∪L∗(a) = wK , jL

K∪L∗(a) = wL が成り立つ。∀x ∈ K ∪ Lに対し、

x ∈ K のときは、

jx
K∪L∗(a) = jx

K∗ ◦ jK
K∪L∗(a) = jx

K∗(wK) = wx

また、x ∈ Lに対し、

jx
K∪L∗(a) = jx

L∗ ◦ jL
K∪L∗(a) = jx

L∗(wL) = wx

□

Theorem 0.0.11

Xは向き付けられた n多様体で、{wx}x∈X をその向きとする。KをXの compact
集合とすると、wK ∈ Hn(X, X −K)で、∀x ∈ K に対し、jx

K∗(wK) = wxを満たすも

のが一意に存在する。

proof)　　 x ∈ K とする。

∃Nx : xの近傍 , ∃wNx ∈ Hn(X, X −N)

s.t　 ∀y ∈ Nxで、jy
Nx∗ : Hn(X,X −N) −→ Hn(X, X − y)に対し、jy

Nx∗(wNx) = wy

X が多様体であるため、xの開近傍 Vx で Vxがcompactであり、

x ∈ Vx ⊂ Vx ⊂ Nx

を満たすものが存在する。K ⊂
⋃

x∈K

Vx で、K : compactより、

∃x1, x2, · · ·xm ∈ K 　　 s.t　　K ⊂
m⋃

i=1

Vxi

ここで、Bi = K ∩ Vxi とおけば、Biはcompactであり、

K =
m⋃

i=1

Bi



8

各 Bi に対し、x ∈ Bi とすると、Bi ⊂ Nxi より、

Hn(X, X −Nxi) Hn(X, X −Nxi)

Hn(X,X −Bi) Hn(X, X − x)

-=

?

j
Bi
Nxi ∗

?

jx
Nxi ∗

-
jx
Bi∗

が可換となり、wBi
= jBi

Nxi ∗
(wNxi

)とおけば、

jx
Bi∗(wBi

) = wx

となる。これより、Lemma 0.0.10により、帰納法を用いれば題意が証明される。
□

Definition 0.0.12

X を compactで向き付けられた n多様体とすし、{wx}x∈X をその向きとする。こ

のとき、Theorem 0.0.11により、w ∈ Hn(X)で、∀x ∈ X に対し、jx
X∗(w) = wx を

満たすものが一意に存在する。この wをX の基本ホモロジー群と呼ぶ。

Theorem 0.0.13

X をcompactで連結な n多様体で向き付け可能とすると、

Hn(X) ∼= Z　であり、基本ホモロジー類が生成元である。

proof)　　 x ∈ X を固定し、a ∈ Hn(X)に対し、jx
X∗(a) = 0とすると、

前節のLemmaにより、∀y ∈ Xに対し、jy
X∗(a) = 0である。また、消滅定理により、

a = 0である。よって、jx
X∗は単射である。また、{wx}x∈X を向きとすると、Theorem

0.0.11により、生成元である wx ∈ Hn(X)に対し、w ∈ Hn(X)で、jx
X∗(w) = wxと

なるものが存在するから、jx
X∗ は全射である。

よって、jx
X∗は同型であり、Hn(X) ∼= Hn(X,X −x) ∼= Zで、wが生成元である。

□

Theorem 0.0.14

X をcompactで連結な n多様体で向き付け不可能とすると、Hn(X) = 0



9

Remmark 0.0.15

X をcompactで連結な n多様体とすると、Hn(X) = 0 or Zであり、

Hn(X) ∼= Z　⇐⇒　X は向き付け可能

Hn(X) = 0　⇐⇒　X は向き付け不可能

Proposition 0.0.16

RPn は nが奇数の時、向き付け可能で、偶数の時は向き付け不可能である。


