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Definition 0.0.1

X が絶対近傍 retract(ANR)であるとは、任意の正規空間 Y とその閉集合 B、連

続写像、f : B −→ X に対し、∃U : Bの近傍 , g : U −→ X　 s.t　 g|B = f である。

つまり、任意の f をある近傍に拡張可能であるということである。この ANRにつ
いて、しばらく考察していこう。

Lemma 0.0.2

X が ANRであり、X ∼= W ならば、W も ANRである。

proof)　　 h : X
∼=−→ W とし、

(Y,B)を正規空間とその閉部分集合の対、f : B −→ W

とする。このとき、h−1 ◦ f = B −→ X であり、X : ANRより、

∃U : B の近傍 , g : U −→ X 　 s.t　 g|B = h−1 ◦ f

ここで、h ◦ g : U −→ W は、h ◦ g|B = f である。
□

Lemma 0.0.3

X が ANRであり、V ⊂ X : openならば、V も ANRである。

proof)　　 j : V −→ X を inclusionとする。

(Y, B)を正規空間とその閉部分集合の対、f : B −→ V

とする。j ◦ f : B −→ X であり、X : ANRより、

∃U : B の近傍 , g : U −→ X 　 s.t　 g|B = j ◦ f

ここで、B ⊂ g−1(V ) ⊂ U であり、g−1(V )は B の開近傍である。また、

h = g|g−1(V )
: g−1(V ) −→ V

で定義すると、h|B = f である。
□
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Lemma 0.0.4

X が ANRであり、AがX の retractならば、Aも ANRである。

proof)　　 r : X −→ Aを retraction , i : A −→ X を inclusionとし、

(Y, B)を正規空間とその閉部分集合の対、f : B −→ A

とする。i ◦ f : B −→ X であり、X : ANRより、

∃U : B の近傍 , g : U −→ X 　 s.t　 g|B = i ◦ f

よって、r ◦ g : U −→ Aに対し、r ◦ g|B = r ◦ i ◦ f = f

□

Lemma 0.0.5

X, Y が ANRならば、X × Y も ANRである。

proof)　　 p1 : X × Y −→ X , p2 : X × Y −→ Y を projectionとし、

(Y, B)を正規空間とその閉部分集合の対、f : B −→ X × Y

とする。このとき、p1 ◦ f : B −→ X , p2 ◦ f : B −→ Y に対し、X, Y は ANRであ
るから、

∃U1, U2 : Bの近傍 , g1 : U1 −→ X , g2 : U2 −→ Y 　s.t　g1|B = p1◦f , g2|B = p2◦f

U1 ∩ U2は、B の近傍であり、

g : U1 ∩ U2 −→ X × Y

を、g(x) = (g1(x), g2(x))で定義すれば、これは連続であり、b ∈ B に対しては、

g(b) = (g1(b), g2(b)) = (p1 ◦ f(b), p2 ◦ f(b)) = f(b)

□

Lemma 0.0.6
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X を位相空間とし、X1, X2 ⊂ X が共に openで ANRでれば、X1 ∪X2 も ANR

proof)　　面倒なので中岡稔さんの本参照。そこに詳しく載っている。
□

次に ANRである空間の例を挙げよう。

Example 0.0.7

I は ANRである。

proof)　　

(Y, B)を正規空間とその閉部分集合の対、f : B −→ I

とすると、ティーチェの拡張定理により、f は Y にまで拡張できる。
□

Example 0.0.8

Rn は ANRである。

proof)　　 IはANRであるので、その開集合である (0, 1)もANRである。(0, 1) ∼=
Rなので、Rも ANR。その直積であるRn も ANRである。

□

Example 0.0.9

Sn は ANRである。

proof)　　Rn+1は ANRであり、Rn+1 − {0}も開集合であるから ANRである。
ここで、Sn はRn+1 − {0}の retaractであるため、Sn は ANRである。

□

Proposition 0.0.10

compactな多様体は ANRである。

proof)　　X を compactな n多様体であるとする。

X は有限個の座標近傍 V1, V2, · · · , Vm で覆われる。各 Vi
∼= Rnであるため、Viは

ANRである。よって、それらの有限個の和集合であるX も ANRである。
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□

Lemma 0.0.11

位相空間 X, Y に対し、A ⊂ X , B ⊂ Y をそれぞれ compact 部分集合とする。
A×B ⊂ O : open in X × Y とするとき、

∃U : Aの開近傍 , ∃V : B の開近傍　　 s.t　　 A×B ⊂ U × V ⊂ O

proof)　　 (a, b) ∈ A×B に対し、

a ∈ ∃Ub(a) , b ∈ ∃Ua(b) :開近傍　　 s.t　　 Ub(a)× Ua(b) ⊂ O

である。ここで、B ⊂
⋃

b∈B

Ua(b)であり、B : compactであるので、

∃b1, b2, · · · , bn ∈ B 　　 s.t　　 B ⊂
n⋃

i=1

Ua(bi)

これより、Ua(B) =
n⋃

i=1

Ua(bi) , U(a) =
n⋂

i=1

Ubi(a) とおく。

Ua(B) , U(a)は openであり、A ⊂
⋃

a∈A

U(a)で、Aは compactであるため、

∃a1, a2, · · · , am ∈ A　　 s.t　　 A ⊂
m⋃

i=1

U(ai)

これより、U =
m⋃

i=1

U(ai) , V =
m⋂

i=1

Uai(B)とおくと、

A×B ⊂ U × V ⊂ O

□

Theorem 0.0.12

X を compact多様体でAをその閉集合とする。Aの近傍で retractであるW が存

在するならば、

colimiUA
∗

: Hm
X (A) −→ Hm(A)
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は同型である。ただし、Aの近傍 U に対し、iUA : A −→ U は inclusion

proof)　　 r : W −→ Aを retractionとする。

r ◦ iWA = 1Aであり、iWA
∗ ◦ r∗ = 1H∗(A)

これより、iWA
∗ は全射である。よって、

colimiUA
∗

: Hm
X (A) −→ Hm(A)

は全射であることがわかる。よってこれが単射を示していく。

A ⊂ U を任意の開近傍とする。Prop 0.0.10より、XはANRであるためU はANR
である。X は compact Hausdorffであるため正規空間である。これより、

∃V : X の開集合　　 s.t　　 A ⊂ V ⊂ V ⊂ U ∩W

これより、V は閉集合で Aの retractである。ここで、V × I の閉部分集合、

B = V × {0} ∪A× I ∪ V × {1}

とおく。また、f : B −→ U を、

f(v, 0) = v , f(v, 1) = r(v) , f(a, t) = a　（v ∈ V , a ∈ A , t ∈ I）

で定義するとこれは連続。また、X, I は共に compact Hausdorffであるため、X × I

は compact Hausdorff、つまり正規空間である。その閉集合である V × I も正規空間

である。(V × I, B)が正規空間と閉集合のついであるため、ANRの定義により、

∃C : B の近傍 , g : C −→ U 　 s.t　 g|B = f

Lemma 0.0.11により、∃D : open in X 　　 s.t　　 A ⊂ D ⊂ V , D × I ⊂ C

ここで、h = g|D×I
: D × I −→ U は、h(d, 0) = d = iUD(d) , h(d, 1) = r(d) =

iUA ◦ r|D (d)であるため、
iUD ' iUA ◦ r|D

である。これより、次の図式が可換となる。

Hm(U) Hm(A)

Hm(D)

Q
QQsiU

D
∗

-iU
A
∗

´
´́+ r|D

∗
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ようやくここで、

colimiUA
∗

: Hm
X (A) −→ Hm(A)

で、[x] ∈ Hm
X (A)に対し、colimiUA

∗([x]) = 0と仮定する。

∃E : Aの近傍　　 s.t　　 x ∈ Hm(E)

であり、E は openとは限らないが、A ⊂ ◦
E であるため、

◦
E= U とおけば、

Hm(E) Hm(U)

Hm
X (A) Hm(A)

?

-iE
U
∗

?
iU
A
∗

´
´

´
+́

-
colimiU

A
∗

が可換となり、先ほどの話とも総合すると Aの開近傍Dが存在して、次の図式が可

換となる。

Hm(E) Hm(U) Hm(D)

Hm
X (A) Hm

X (A) Hm(A)
?

-iE
U
∗

?

Q
Q

Q
Qs

iU
A
∗

-iU
D
∗

-
=

-
colimiU

A
∗

6
r|V

∗

これより、iED
∗(x) = 0 in Hm(D)なので、[x] = 0 in Hm

X (A)
□


