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Definition 0.0.1

Hausdorff空間X と、その閉集合 Aに対し、

1. 　X −Aの各点 xはRn に同相な開近傍 V を持つ。

2. 　 x ∈ Aに対し、xの開近傍 V で、

(V, V ∩A) ∼= (Rn−1 × [0,∞),Rn−1 × {0})

を満たすものが存在する。

このとき、AをX の境界と呼び、A = ∂X と表す。∂X 6= φのとき、X は境界をもつ

n多様体と呼ぶ。

先の多様体の定義は上の定義で ∂X = φの場合、つまり、境界のない多様体であった。

Remmark 0.0.2

X が境界をもつ n多様体のとき、X − ∂X は境界を持たない n多様体である。

Proposition 0.0.3

X が境界をもつ n多様体のとき、∂X は境界を持たない (n− 1)多様体である。

proof)　　 x ∈ ∂X に対し、∃V : xの開近傍で、

(V, V ∩ ∂X) ∼= (Rn−1 × [0,∞),Rn−1 × {0})

が存在するため、U = V ∩ ∂X とおけば、U は x の ∂X における開近傍で、U ∼=
Rn−1 × {0} ∼= Rn−1 であり、任意の x ∈ ∂X に対し、U が存在するため、∂X は境

界のない (n− 1)多様体であることがわかる。
□

トポロジーなどを勉強しているとバウンダリー記号 ∂が二回重なった時点で問答無

用で 0にしたくなってしまいます。以下で、境界のない多様体で証明された事実を境
界もつ多様体に拡張します。

Proposition 0.0.4
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X が境界をもつ n多様体のとき、x ∈ X − ∂X に対し、

Hm(X,X − x) =





Z n = m

0 otherwise

proof)　　K をX の閉集合でK ⊂ X − ∂X に対し、切除定理

H∗(X,X −K) ∼= H∗(X − ∂X,X − ∂X −K)

が成立するため、x ∈ X − ∂X に対し、

H∗(X, X − x) ∼= H∗(X − ∂X,X − ∂X − x)

ここで、X − ∂X は境界のない n多様体であるから、成立する。
□

Proposition 0.0.5

X が境界をもつ n多様体のとき、x ∈ X − ∂X に対し、xの compact近傍 K で、
∀y ∈ K に対し、

jy
K∗ : H∗(X,X −K)

∼=−→ H∗(X,X − y)

を満たすものが存在する。

Theorem 0.0.6 　（消滅定理）

X が境界をもつ n多様体のとき、K : closedで、K ⊂ X − ∂X のとき、

Hm(X,X −K) = 0　　 (m > n)

であり、a ∈ Hn(X, X −K)に対し、∀x ∈ K に対し、jx
K∗(a) = 0ならば、a = 0

Definition 0.0.7

X : 境界をもつ n多様体に対し、X が向き付け可能とは、X − ∂X が向き付け可能

の時を言う。このとき、X − ∂X の向き、{wx}x∈X−∂X をX の向きと呼ぶ。

Theorem 0.0.8

X は境界を持つ向き付けられた n多様体で、{wx}x∈X−∂X をその向きとする。K

をX の compact集合でK ⊂ X −∂X とすると、wK ∈ Hn(X,X −K)で、∀x ∈ Kに

対し、jx
K∗(wK) = wxを満たすものが一意に存在する。
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Definition 0.0.9

位相空間対 (X, A)に対し、W : Aの開近傍が、X における Aのえりであるとは、

∃h : A× [0,∞)
∼=−→ W 　　 s.t　　 h(a, 0) = 0

の時のことを言う。

Lemma 0.0.10

位相空間対 (X, A)に対し、W がX におけるAのえりであるとき、AはW の変位

レトラクトである。

proof)　　 h : A× [0,∞)
∼=−→ W とし、

r : W −→ A

を、p : A × [0,∞) −→ Aを projectionとし、r = p ◦ h−1 で定義する。i : A −→
W , i0 : A −→ A× [0,∞)を inclusionとすると、

r ◦ i(a) = r ◦ h ◦ i0(a) = p(a, 0) = a

であり、inclusionと projectionにより、A× [0,∞) ' Aであるため、i0◦p
H' 1A×[0,∞)

とおくと、

G : W × I −→ W

を、G = h ◦H ◦ (h−1 × 1I)で定義すると、

G(x, 0) = h ◦H(h−1(x), 0) = h ◦ i ◦ p ◦ h−1(x) = h ◦ i0 ◦ r(x) = i ◦ r(x)

であり、また、

G(x, 1) = h ◦H(h−1(x), 1) = h ◦ h−1(x) = x

□

Theorem 0.0.11

X が境界を持つ paracompactな多様体であるとき、∂X のX におけるえりが存在

する。また、さらに ∂X が compactであるならば、∂X の任意の開近傍 U に対し、U

に含まれるえりが存在する。

proof)　　証明は省略。
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Theorem 0.0.12

Xは境界を持ち向き付けられた compactなn多様体とする。このとき、{wx}x∈X−∂X

をその向きとすると、∀x ∈ X − ∂X に対し、w ∈ Hn(X, ∂X)で次を満たすものが一
意に存在する。

jx
X−∂X∗ : Hn(X, ∂X) −→ Hn(X,X − x)

を考えたとき、jx
X−∂X∗(w) = wx

proof)　　Theorem 0.0.11より、W を ∂Xのえりとする。Lemma 0.0.10により、

jX−W
X−∂X : Hn(X, ∂X)

∼=−→ Hn(X, W )

であり、X−W は閉集合で、Xが compactにより、これも compact。X−W ⊂ X−∂X

を満たすので、Theorem 0.0.8により、

∃1wX−W ∈ Hn(X,W )　　 s.t　　∀x ∈ X −W に対し、jx
X−W ∗(wX−W ) = wx

これより、w = jX−W
X−∂X

−1
(wX−W )で定義する。よって、x ∈ X −W に関して題意は

成り立つ。さらにこれを拡張して、x ∈ X −∂X に関して題意が成り立つことを示す。

x ∈ X − ∂X を取ると、∂X ⊂ W − {x}であり、W − {x} : open、∂X が compact
なので、Theorem 0.0.11により、

∂XのXにおけるえりで、∂X ⊂ Wx ⊂ W −{x}をみたすWxが存在する。よって、

Hn(X, ∂X) Hn(X,W )

Hn(X,X − x) Hn(X, Wx)

-∼=

?

HHHHHHj

∼= 6

¾

の可換図式において、X −Wx も compactであるため、

∃1wX−Wx ∈ Hn(X,Wx)　　 s.t　　∀y ∈ X −Wxに対し、jy
X−Wx∗(wX−Wx) = wy

これより、jX−Wx

X−W ∗(wX−Wx) = wX−W であることがわかる。また、

jx
X−W ∗(wX−W ) = wx , jX−W

X−∂X(w) = wX−W

であった。これより、jx
X−∂X∗(w) = wx

□
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Definition 0.0.13

Xは境界を持ち向き付けられた compactなn多様体とする。このとき、{wx}x∈X−∂X

をその向きとすると、∀x ∈ X − ∂X に対し、w ∈ Hn(X, ∂X)で、

jx
X−∂X∗ : Hn(X, ∂X) −→ Hn(X, X − x)

を考えたとき、jx
X−∂X∗(w) = wxを満たすものが Theorem 0.0.12により一意に存在

する。このとき、wをX の基本ホモロジー類とよぶ。

Remmark 0.0.14

X をcompactで連結な n多様体とすると、Hn(X, ∂X) = 0 or Zであり、

Hn(X, ∂X) ∼= Z　⇐⇒　X は向き付け可能

Hn(X, ∂X) = 0　⇐⇒　X は向き付け不可能

Lemma 0.0.15

p : Sn −→ RPn : projectionにおいて、

p∗ : Hn(Sn) −→ Hn(RPn)

は、nが奇数の時、0であり、nが偶数の時は、

η : Hn(Sn)
∼=−→ Hn(RPn)

が存在して、p∗ = 2η

proof)　　 nが奇数の時は、Hn(RPn) = 0なので、成り立つ。また、nが偶数の

時は、

Hn+1(Dn+1, Sn) Hn(Sn) Hn(Sn, Sn−1)

Hn+1(RPn+1,RPn) Hn(RPn) Hn(RPn,RPn−1)

-∂∗

?

ϕ∗

?

p∗

-j∗

?

p∗

-
∂∗

-
j∗

の可換図式において、ϕは胞体写像なので、ϕ∗ は同型である。また、左上の ∂∗、右

下の j∗ は同型である。ここで、思い出すと、

∃f : Hn+1(RPn+1,RPn)
∼=−→ Hn(RPn,RPn−1)
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s.t　　 2f = j∗ ◦ ∂∗ であった。これより、

η : Hn(Sn) −→ Hn(RPn)

を、η = j−1
∗ ◦ f ◦ ϕ∗ ◦ ∂−1

∗ とおくと、これは同型で、

2η = j−1
∗ ◦ j∗ ◦ ∂∗ ◦ ϕ∗ ◦ ∂−1

∗ = p∗

□

Proposition 0.0.16

M をメービウスの帯とすると、M は compactで連結な境界を持つ 2多様体である
が、向き付け不可能である。

proof)　　前半の主張は良いと思う。問題は向きがつけられるかであるが、その
ためには H2(M,∂M)を求めればよい。ここで、∂M ∼= S1 , M ' S1 であるため、

(M, ∂M)のホモロジー完全列を考えると、

H2(M) −→ H2(M, ∂M) ∂∗−→ H1(∂M) i∗−→ H1(M)

に対して、H2(M) = 0であるため、∂∗ は単射。M ' S1 はM の幅をつぶす変形で

あり、それを ∂M ∼= S1 で考えれば、これは、

p : S1 −→ RP 1

に他ならない。また、S1 ∼= RPn であり、これより、

H1(∂M) H1(M)

H1(RP 1) H1(S1)

-i∗

?
p∗

?
∼=

-∼=

ここで、Lemma 0.0.15により、p∗ は単射であるため、i∗ も単車である。よって、

H2(M, ∂M) ∼= Im∂∗ = Keri∗ = 0

よって、M は向きがつけられない。
□
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Theorem 0.0.17

Xは compactで境界を持ち、向き付けられたn多様体とする。(X, ∂X)のhomology
完全列での連結準同型

∂∗ : Hn(X, ∂X) −→ Hn−1(∂X)

に対し、w ∈ Hn(X, ∂X)をX の基本ホモロジー類とすると、∂∗(w) ∈ Hn−1(∂X)は
∂X の基本ホモロジー類である。

proof)　　 ∂X ⊂ W ⊂ X をえりとし、

h : ∂X × [0,∞)
∼=−→ W

h(x, 0) = xとする。このとき、K = W c ∪ h(∂X × [1,∞))とすると、K は閉集合で

ある。ここで、

h∗ : Hn(∂X × (I, ∂I)) −→ Hn(X, ∂X ∪K)

を考えるわけだが、∂X ∩K = φであり、h(∂X × [0, 1/3))は ∂X の、W c ∪ h(∂X ×
(2/3,∞))はK のそれぞれ強変異 retractで openであるため、

Hn(X, ∂X ∪K) ∼= Hn(X, W c ∪ h(∂X × ([0, 1/3) ∪ (2/3,∞)))

切除定理を用いると、

Hn(X, W c ∪ h(∂X × ([0, 1/3) ∪ (2/3,∞))) ∼= Hn(W,h(∂X × ([0, 1/3) ∪ (2/3,∞)))

hが同相であるため、

Hn(W,h(∂X × ([0, 1/3)∪ (2/3,∞))) ∼= Hn(∂X × [0,∞), ∂X × ([0, 1/3)∪ (2/3,∞)))

あとは、ホモトピー定理を用いて、

Hn(∂X × [0,∞), ∂X × ([0, 1/3) ∪ (2/3,∞))) ∼= Hn(∂ × I, ∂X × ∂I)

ここで、用いた写像はすべて、inclusionと hであり、これより、

h∗ : Hn(∂X × (I, ∂I))
∼=−→ Hn(X, ∂X ∪K)
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次の図式を考える。

Hn(X, ∂X ∪K)

Hn(X, ∂X) Hn(∂X × (I, ∂I))

Hn−1(∂X ∪K, K)

Hn−1(∂X) Hn−1(∂X × (∂I, 1))

?

∂∗

©©©©©©©*
i∗

?

∂∗

HHHHHHHY
h∗

?

∂∗

©©©©©©©*
i∗

-
i0∗

HHHHHHHY
h∗

w ∈ Hn(X, ∂X)を基本ホモロジー類とすると、w′ = h−1
∗ ◦ i∗(w) ∈ Hn(∂X× (I, ∂I))

は、∂X× Iの基本ホモロジー類である。ところで、Iに適当に向きを定め、H1(I, ∂I)
の基本ホモロジー類を eとすると、積多様体の性質から、w′′ ∈ Hn−1(∂X)を、∂X

の基本ホモロジー類とすると、

w′ = w′′ × e

である。さらに、∂∗ : H1(I∂I) ∼= H0(∂I, 1)による eの像を e0 とおく。

Hn−1(∂X)⊗H1(I, ∂I) Hn(∂ × (I, ∂I))

Hn−1(∂X)⊗H0(∂I, 1) Hn−1(∂X × (∂I, 1))

-× -×

?

1⊗∂∗

?

∂∗

-
×

が可換であるため、

∂∗(w′) = ∂∗(w′′ × e) = w′′ × e0

であり、また、

Hn−1(∂X)⊗H0({0}) Hn−1(∂X)

Hn−1(∂X)⊗H0(∂I, 1) Hn−1(∂X × (∂I, 1))
?

1⊗i0∗

-×

?

i0∗

-
×
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が可換であり、上の横列は、e′0 ∈ H0({0})を生成元とすれば、x ∈ Hn−1(∂X)に対
し、x× e′0 = xと見なしている。これより、

i0∗ ◦ ∂∗(w) = ∂∗(w)× e0

最初の可換図により、

w′′ × e0 = ∂∗(w′) = i0∗ ◦ ∂∗(w) = ∂∗(w)× e0

×は同型であるため、∂∗(w) = w′′

□

多様体で重要な定理は双対定理であるが、境界を持つ場合もほぼ同じ。

Theorem 0.0.18 　（双対定理）

X を向き付けられた n多様体とし、X − ∂X に含まれる compact部分集合 K に

対し、

DK : Hm
X (K) −→ Hn−m(X,X −K)

が同型である。

次はポワンカレ双対定理の境界を持つ多様体の場合である。∂X = φのときは、ポ

ワンカレ双対定理と一致することに注意したい。

Theorem 0.0.19 　 Lefschetz双対定理

X を compactで向き付けられた n多様体とする。このとき、w ∈ Hn(X, ∂X)を
X の基本ホモロジー類とすると、

∩w : Hm(X, ∂X) −→ Hn−m(X)

∩w : Hm(X) −→ Hn−m(X, ∂X)

はともに同型である。

proof)　　X における∂X のえりをW とし、

h : ∂X × [0,∞)
∼=−→ W
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で、h(x, 0) = xとする。また、K = W c ∪h(∂X× [1,∞))とおくと、KはXの、∂X

はX −K の強変位 retractであるため、

Hm(K) Hm(X) Hn−m(X, X −K)

Hm(K) Hm
X (K) Hn−m(X, ∂X)

?
=

HHHHHHj

∩wK

¾ ∼= -∩w

? ?
∼=

¾ ∼=
-

DK

の図式が可換になり、DK も同型であるため、

∩w : Hm(X) −→ Hn−m(X, ∂X)

も同型である。また、(X, ∂X)のコホモロジー、ホモロジー完全列を用いて、

Hm−1(∂X) Hm(X, ∂X) Hm(X) Hm(∂X)

Hn−m(∂X) Hn−m(X) Hn−m(X, ∂X) Hn−m−1(∂X)

-

?
∩∂∗(w)

?
∩w

-

?
∩w

-

?
∩∂∗(w)

- - -

の可換図を考えると、右側の ∩wは同型であり、Theorem 0.0.17とポワンカレ双対
定理により、、∩∂∗(w)も同型なので、Five Lemmaにより、

∩w : Hm(X, ∂X) −→ Hn−m(X)

が同型となる。
□


