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0.1 Cofibrantly generated model category

Definition 0.1.1

C を category とし、I を C のある morphism の class とする。このとき、C の

morphismが

1. 　 I-injective とは、I のすべての morphism に対し RLP を持つことである。
I-injと書く。

2. 　 I-projectiveとは、I のすべての morphismに対し LLPを持つことである。
I-projと書く。

3. 　 I-cofibrationとは、すべての I-injに対し LLPを持つことである。I-cofと
書く。

4. 　 I-fibrationとは、すべての I-projに対し RLPを持つことである。I-fibと
書く。　

Example 0.1.2

C : model categoryとしたとき、I = {cofibrations}ならば、I-inj={acyclic fibrations}
であり、I-cof = Iである。また、I = {fibrations}ならば、I-proj={acyclic cofibrations}
であり、I-fib = I である。

Remmark 0.1.3

1. 　 I ⊂ I-cof , I ⊂ I-fib

2. 　 (I-cof)-inj = I-inj , (I-fib)-proj = I-proj

3. 　 J ⊂ I ならば、I-inj ⊂ J-inj , I-proj ⊂ J-projであり、J-cof ⊂ I-cof , J-fib
⊂ I-fib

Lemma 0.1.4

F : C ⇐⇒ D : Gにおいて、I, J をそれぞれ C, Dのmorphismの classとする。こ
のとき、

1. 　 U(FI-inj) ⊂ I-inj

2. 　 F (I-cof) ⊂ FI-cof



2

3. 　 F (UJ-proj) ⊂ J-proj

4. 　 U(J-fib) ⊂ UJ-fib

proof) 　　 1 から示してみる。f ∈ U(FI-inj) を取ると、g ∈ FI-inj が存在し
U(g) = f である。任意の α : A −→ B ∈ I に対し、

A U(X)

B U(Y )
?

α

-

?
U(g)=f

-

の可換図を考えたとき、adjointより

FA X

FB Y
?

Fα

-

?

g

-

の図式が考えられ、Fα ∈ FIであり、g ∈ FI-injであるから liftが考えられる。adjoint
で戻せば元の図式の liftが考えられるので f ∈ I-injである。

2は f ∈ F (I-cof)を取ると、g ∈ I-cofが存在し F (g) = f である。β : X −→ Y ∈
FI-injに対し、

FA X

FB Y
?

f=Fg

-

?
β

-

の図式を考えると、adjointから、

A UX

B UY
?

g

-

?
Uβ

-

の図式を考え、Uβ ∈ U(FI-inj) ⊂ I-injであるので、この図式は liftを持ち、元の図
式も liftを持つ。3,4も同様である。

□



0.1. Cofibrantly generated model category 3

Definition 0.1.5

C を cocomplete categoryとし、I ⊂ Mor(C)を考える。

1. 　 relative I-cell complexとは Iのmorphismの coproduct、sequencial colimit、
cobased changeで生成されるmorphismのことを示す。

2. 　X ∈ ob(C)が I-cell complexとは、φ −→ X が relative I-cell complexであ
るときを言う。

Example 0.1.6

TOP において、I = {Sn−1 ↪→ Dn}n=0 を考えたとき、relative I-cell complex
とは、relative cell complex の inclusion を意味し、I-cell complex というのは CW
complexのことである。

Proposition 0.1.7

C を cocomplete categoryとし、I ⊂ Mor(C)を考える。relative I-cell complexは
I-cofibrationである。

proof)　　 f : A −→ B : relative I-cell complexとし、

A X

B Y

-

?
f

?
p

-

の可換図式で、pを I-injectiveとする。relative I-cell complexの定義から、

A′ A X

B′ B Y

-

?
i

-

?
f

?
p

- -

で左側は push out diagramで i ∈ I である。このとき、pが I-injectiveであるから、

A′ A X

B′ B Y

-

?
i

-

? ?
p

-p p p p p
p p p p p

p p p p p
p p p p*

p p p
p p p

p pµ

--
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B′ −→ X で大きな diagramを可換にするmorphismが存在するが、push outの性質
から、B −→ X が存在し、右の図式を可換にする。

□

Corollary 0.1.8

C を cocomplete category とし、I ⊂ Mor(C) とする。このとき、relative I-cell
complexの retractは I-cofibrationである。

proof)　　 retractが lift propatyを保つことと、Prop 0.1.7による。
□

Proposition 0.1.9

C を cocomplete category とし、I ⊂ Mor(C)は permits small object arugumet
（I のmorphismの domainが sequencial small）とする。このとき、I-cofibrationは
relative I-cell complexの retractある。

proof)　　 f : X −→ Y を I-cofibrationとする。small object arugumentを用い
て、f : X

j−→ Z
p−→ Y と f は分解でき、jは relative I-cell complex、pは I-injective

と取ることができる。pが I-injectiveなのだから、

X Z

Y Y

-j

?
f

?
p

p p p
p p p

p
µh

-
=

であり、
X X X

Y Z Y

-=

?
f

-=

?
j

?
f

-
h

-
p

で下列の合成は恒等射なのだから、f は j の retractである。
□

Corollary 0.1.10
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Cを cocomplete categoryとし、I ⊂ Mor(C)は permits small object arugumet（I

の morphismの domainが sequencial small）とする。このとき、I-cofibrationの集
合と relative I-cell complexの retractの集合は一致する。

proof)　　 Cor 0.1.8、Prop 0.1.9による。
□

Definition 0.1.11

C を categoryとする。Mor(C)の部分集合Mに対し、A ∈ ob(C)がMに対し

smallであるとは、
X1

f1−→ X2
f2−→ X3

f3−→ · · ·
で fj ∈Mである任意の sequenceに対し、natural morphism

colimnHom(A,Xn) −→ Hom(A, colimnXn)

が同型である時のことを言う。このときAはM−smallであるという。特にMor(C)−small
のことを sequencial smallという。

Example 0.1.12

Setにおいて有限集合は sequencial smallである。

Example 0.1.13

位相圏においてM = {inclusion between relative cell complex}と置けば、compact
spaceはM−smallである。

Corollary 0.1.14

R-moduleにおいて、Aが有限生成の自由加群ならば、Aは sequencially smallで
ある。

DGMにおいて、M が有限個のMk 以外は 0で、各Mk が有限生成の自由加群な

らば、M は sequencially smallである。

Definition 0.1.15

model圏 C が cofibrantly generatedとは、２つのMor(C)の部分集合 I, J が与え

られ次の条件を満たす。
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1. 　 I の任意のmorphismの定義域（sorce）は CoF−smallである。

2. 　 pが acyclic fibrationであることと pが I の任意のmorphismに対しRLPを
持つことは同値である。

3. 　 J の任意のmorphismの定義域（sorce）はW∩CoF−smallである。

4. 　 pが fibrationであることと pが J の任意のmorphismに対し RLPを持つこ
とは同値である。

Example 0.1.16

DGMにおいて、I = {Sn−1 ↪→ Dn|n = 0} , J = {0 −→ Dn|n = 0}とおけば、こ
れにより DGMは cofibrantly generatedなmodel categoryとなる。

Example 0.1.17

TOPにおいて、I = {Sn−1 ↪→ Dn|n = 0} , J = {Dn × {0} ↪→ Dn × I|n = 0}と
おけば、これにより TOPは cofibrantly generatedなmodel categoryとなる。

Example 0.1.18

sSetにおいて、I = {∂∆n ↪→ ∆n|n = 0} , J = {∆n
k ↪→ ∆n|0 5 k 5 n , n = 0}と

おけば、これにより sSetは cofibrantly generatedなmodel categoryとなる。
このとき、Iを generating cofibration、J を generating acyclic cofibrationとよぶ。

Example 0.1.19

DGMにおいて、I = {Sn−1 ↪→ Dn|n = 0} , J = {0 −→ Dn|n = 0}とおけば、こ
れにより DGMは cofibrantly generatedなmodel categoryとなる。

Proposition 0.1.20

M を cofibrantly generated model category とする。このとき、I, J をそれぞれ

generating cofibration、acyclic cofibrationとする。

1. 　M の cofibrationの集合と、relative I-cell complexの retractの集合は一致
する。つまり、I-cofibrationの集合と一致する。

2. 　M の acyclic fibrationの集合と I-injectiveの集合は一致する。
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3. 　M の acyclic cofibrationの集合と、relative J-cell complexの retractの集合
は一致する。つまり、J-cofibrationの集合と一致する。

4. 　M の fibrationの集合と J-injectiveの集合は一致する。

proof)　　とりあえず、1だけ示す。cofibrantly generatedの定義から、{I−injectives} =
{acyclic fibration}ということに注意すれば、Cor 0.1.10により、

{Cofibrations}
={任意の Acyclic fibrationに対し RLPを持つmorphism}
={任意の I-injectiveに対し RLPを持つmorphism}
={I-cofibration}
={retract of relative I-cell complex}

Corollary 0.1.21

M を cofibrantly generated model categoryとしたとき、cofibrant objectは I-cell
complexの retractである。

実際にある categoryがmodel categoryであることを示す際には、generatingをう
まく見つけて、cofibrantly generateing model categoryであることを示すのがほとん
どである。その際に便利なのが次の定理である。

Theorem 0.1.22

Cを bicompleteな categoryとし、W をmorphismの集合で two-out-of-threeを満
たし、retractで閉じているとする。このとき、I, J がmorphismの集合で次を満たす
とする。

1. 　 I, J は permit small oblect arguement

2. 　 J-cofibrationは I-cofibrationかつW の元

3. 　 I-injectiveは J-injectiveかつW の元

4. 　次のどちらかの条件を満たす。

(a) 　 I-cofibrationかつW の元ならば、J-cofibration



8

(b) 　 J-injectiveかつW の元ならば、I-injective

このとき、C はW を weak equivalenceとし、I, J を generation cofibration、acyclic
cofibrationとした cofibrantly generated model structureが存在する。

proof)　　 cofibrationを I-cofibration、fibrationを J-injectiveにより定義する。
MC1 と MC2 は仮定から成り立つ。MC3 の retract に関しては、W は仮定から、

cofibrationと fibrationに関しては retractが lift propatyを保つことから示される。
次にMC5は Iは small object argumentを用いれば構成できる。そして、残るMC4を
示せばよい。まず、4aを仮定した場合、これはacyclic cofibrationならば、J-cofibration
と言っていて、仮定 2をあわせるとその逆も成り立つ。つまり、

acyclic cofibration = J-cofibration = J-injectiveに対し RLPを持つ = fibrationに対し RLPを持つ

ということでMC4の半分は満たす。残りはどうするかというと、

A X

B Y
?

i

-

?
p

-

の可換図式で、iが cofibration、pを acyclic fibrationとする。p : X
j−→ Z

q−→ Y と

分解し、jを I-cofibration、qを I-injectiveととる。このとき、仮定 3と two-out-of-
threeから j ∈ W であることが分かる。また、仮定 4から jは J-cofibrationである。
pは J-injectiveでもあるので、

X X

Z Y
?

j

-=

?
p

p p p
p p p

p pµh

-
q

の図式は、h : Z −→ X が存在し、図式を可換にする。

X Z X

Y Y Y
?

p

-j

?
q

-h

?
p

-
=

-
=
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の可換図式を考えれば、pは qの retractであることが分かる。これより、pは I-injective
である。ということは、もとの図式で

A X

B Y
?

i

-

?
p

-

pが I-injective、iが cofibration=I-cofibrationなのだから、斜め向きのmorphismが
存在し図式を可換にする。

4bを仮定しても同様の証明ができる。
□

すでに分かっている cofibrantly generated model categoryと比較し、model struc-
tureを入れるということも良く行われる手法である。具体的には cofibrantly generated
model categoryとの adjoint functorがあった際に、generatingを functorで移して
考えたりする。

Theorem 0.1.23 　　 Transfar principal

M を cofibrantly generated model categoryとし、I, J をその generating cofibra-
tion、acyclic cofibrationとする。N を bicompleteな categoryとし、

F : M ⇐⇒ N : U

を adjoint functorsし、FI = {Fi ∈ Mor(N) |i ∈ I} , FJ = {Fj ∈ Mor(N) | j ∈ J}
とおく。このとき、次の２つを仮定する。

1. 　 FI and FJ permits small object argument.

2. 　 U は relative FJ-cell complexをM の weak equivalenceに移す。

このとき、NはW = {f ∈ Mor(N) | U(f) is weak equivalence in M}をweak equiv-
alenceとし、FI、FJを generating cofibration、acyclic cofibrationとした cofibrantly
generated model structureが存在し、さらに上記の adjointはQuillen adjointになる。

proof)　　 N が FI, FJ に対し、Theorem 4の状況を満たしていることを確かめ
る。まず、functorは compositionと retractを保つのでW は two-out-of-threeを満
たし retractで閉じている。
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1. 　仮定より FI, FJ は permits small object argument.

2. 　FJ-cofibrationを考えると、Cor 0.1.10により、これは relative FJ-cell com-
plexの retractなので、仮定より FJ-cell complexは weak equivaleneであるた
め、FJ-cofibrationは weak equivalenceである。また、M は model category
であるから、

{acyclic fibrations} ⊂ {fibrations}
でつまり、

{I-injectives} ⊂ {J-injectives}
であり、Lemma 0.1.4を用いると、

{FI-injectives} ⊂ {FJ-injectives}

であることが分かる。これより、

{FJ-cofibrations} ⊂ {FI-cofibrations}

であることは定義を考えればすぐに分かる。よって、FJ-cofibration ならば、
FI-cofibrationである。

3. 　 FI-injectiveを考えると、FJ-injectiveであるのは上で示した。Lemma 0.1.4
より、U(FI-inj) ⊂ I-inj = {Acyclic fibrations in M}であったから、FI-injective
は U で移すと weak equivalenceなので、FI-injectiveはW の元である。

4. 　 4bを示す。f : X −→ Y を FJ-injectiveかつW の元とする。よって、U(f)
は weak equivalence かつ J-injective in M である。つまり、U(f) は acyclic
fibration in M で、I-injectiveである。

FA X

FB Y
?

F (i)

-

?
f

-

の可換図を考えたとき、Fi ∈ FI とする。adjointなので、

A UX

B UY
?

i

-

?
U(f)

-
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の図式は U(f)が I-injectiveなので、B −→ UX が存在し、図式を可換にする。

この adjunctionの FB −→ Xが元の図式を可換にするmorphismである。よっ
て、f は FI-injective

最後に (F, U)がQuiilen adjointであることを示す。そのためには、F が cofibration
と acyclic cofibrationを保つことを示せばよい。F は left adjointなのだから、colimit
を保つ。よって、colimitによって構成させる relative I-cell complexは relative FI-
complexへ、relative J-cell complexは relative FJ-cell complexにそれぞれ移す。ま
た、functorは retractを保つので、relative I-cell complexの retract=cofibration in
Mは relative FI-cell complexの retract=cofibration in Nへ移す。acyclic cofibration
についても同様である。

□

Remmark 0.1.24

上記のN のmodel structureにおける fibrationは U で移してM の fibrationと条
件と同値である。N の fibration=FJ-injectiveであることを思い返せば簡単に示せる。

しかしながら現実問題、Transfar principalの 2の条件を示すことは容易ではない。
そこで、かなり条件を絞ることでより実用的な定理を導ける。

Theorem 0.1.25

M を cofibrantly generated model categoryとし、I, J をその generating cofibra-
tion、acyclic cofibrationとする。N を bicompleteな categoryとし、

F : M ⇐⇒ N : U

を adjoint functorsし、FI = {Fi ∈ Mor(N) |i ∈ I} , FJ = {Fj ∈ Mor(N) | j ∈ J}
とおく。このとき、W = {f ∈ Mor(N) | U(f) is weak equivalence in M} Fib = FJ-
injectives= {f ∈ Mor(N) | U(f) is fibration in M}、Cof = FI-cofibrationsで定義
し、次の２つを仮定する。

1. 　 FI and FJ permits small object argument.

2. 　N の objectは all fibrant、つまり、X −→ ∗は fibration in N であり、任意

の objectである X に対し、∆ : X −→ X ×X の functorial fuctorizationで、
∆ : X

∼−→ Path(X) ³ X ×X となるものが存在する。
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このとき、N は上記のW,Fib, Cof で、FI、FJ を generating cofibration、acyclic
cofibrationとした cofibrantly generated model categoryとなり、さらに上記の adjoint
は Quillen adjointになる。

proof) 　　 2 の条件が、Theorem 0.1.23 における 2 を満たすかを確かめればよ
い。i : X −→ Y を relative FJ-cell complexとする。Cor 0.1.10により、iは FJ-
cofibrationである。

X X

Y ∗
?

i

-=

?p p p
p p p

p pµr

-

の図式は、Nの objectが all fibrantなのでX −→ ∗がfibrationである。Nのfibration
は FJ-injectiveなので r : Y −→ X で図式を可換にするmorphismが存在する。この
とき、r ◦ i = 1である。次に、

X Y

Y Y × Y
?

i

-i

?

∆

-
(1,i◦r)

の可換図を考え、Y の path objectで分解すると、

X Y Path(Y )

Y Y × Y
?

i

-i -

?

fib

p p p p p
p p p p p

p p p p p
p p p p p

p p p p*
H

-
(1,i◦r)

先ほどと同様にH : Y −→ Path(Y )で可換にするmorphismが存在する。これより、
i ◦ r

r' 1である。all fibrantなのだから、i ◦ r ' 1となる。U は right adjointだか
ら、path objectを保ち、U(i) ◦ U(r) ∼ 1 , U(r) ◦ U(i) = 1 in M となる。これは、

U(i)が Ho(M)で isomorphismということで、すなわち U(i)は weak equivalence in
M である。よって、i : weak equivalence in N となり、Theorem 0.1.23を満たす。

□


