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0.1 DGM

おそらくモデル圏で一番わかりやすいのは Chain Complexの圏ではなかろうか。
わかりやすいとは言っても構成も証明も面倒で仕方ありません。注意として DGMは
負次元において０とする。

Definition 0.1.1

f : C −→ Dを chain mapとするとき、

1. 　 f が weak equivalenceとは、f∗ : Hn(C) −→ Hn(D)　 (n = 0) が同型で
ある。

2. 　 f が cofibrationとは、f : Cn −→ Dn　 (n = 0)が単射であり、cokerfn が

projective moduleである。

3. 　 f が fibrationとは、f : Cn −→ Dn　 (n = 1)が全射である。

この choiceによって DGMはmodel categoryとなるわけですがそれには準備が必
要です。

Lemma 0.1.2

f : C −→ Dが cofibrationであるとき、P = cokerf とおけば、D ∼= C⊕P である。

proof)　　 P は projective moduleなので、

0 −→ C −→ D −→ P −→ 0

の短完全列は splitする。これにより、D ∼= C ⊕ P である。
□

Lemma 0.1.3

A,B が R-moduleで、Aが B の retractであり、B が射影的加群なら Aも射影的

加群となる。

proof)　　 p : M −→ N を全射、f : A −→ N を考える。retractの条件から、

r : B −→ A , i : A −→ B



2

で r ◦ i = 1A を満たすものが存在する。B が射影的加群から、f ◦ r : B −→ N に対

し、その lift
g : B −→ M

が存在する。これより、g ◦ i : A −→ M を考えると、

p ◦ (g ◦ i) = f ◦ r ◦ i = f

であり、Aが射影的加群となる。
□

Corollary 0.1.4

A, B を R-moduleとし、A⊕B が projectiveなら、A,B も projectiveである。

proof)　　 A,B はともに、A⊕B の retractであるため。

Definition 0.1.5

Aを R-moduleとする。chain comlexであるK(A,n)を、

K(A,n)m =





A m = n

0 m 6= n

で定義する。また、D(A,n)を、

D(A, n)m =





A m = n, n− 1

0 m 6= n, n− 1

で定義する。ただし、D(A,n)n −→ D(A,n)n−1の boundaryは恒等射で与えられて
いるとする。

Remmark 0.1.6

Hm(K(A,n)) =





A m = n

0 m 6= n

H∗(D(A,n)) = 0

Definition 0.1.7
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A : chain complex が H∗(A) = 0 を満たすとき、A を acyclic と呼ぶ。例えば、
D(A, n)は acyclicである。

Lemma 0.1.8

Aを R-module、M を chain complexとする。このとき、

α : HomCh(D(A, n),M) −→ HomR(A,Mn)

を、α(f) = fn で定義するとこれは全単射である。

proof)　　D(A,n)は次元 n, n− 1以外は 0なので、この二つの次元について写像
を考えればよい。g ∈ HomR(A, Mn)とすると、fn = gで、

fn−1 : A −→ Mn−1

fn−1 = ∂M ◦gとすれば、chain mapである f : D(A,n) −→ M が構成でき、α(f) = g

となる。よって全射である。

また、f, g : D(A,n) −→ M に対し、α(f) = α(g)とすれば、

fn = gn : A −→ Mn

であり、D(A,n)の boundaryを考えれば fn−1 = gn−1 も成立する。よって、f = g

である。よって単射。
□

Remmark 0.1.9

D(　, n) : R−module ⇐⇒ DGM : (　)n

Definition 0.1.10

DGMにおいて、Aが projective chain complexであるとは、任意の

全射 p : M −→ N と、f : A −→ N

に対し、f̃ : A −→ M が存在し、p ◦ f̃ = f を満たす。

Aが projective chain complexになる条件としては、各 Ak が projective module
では不十分である。確かに f̃k : Ak −→ Mk で図式を可換にするものは得られるが、

chain mapかどうかは定かでない。
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Lemma 0.1.11

A :projective moduleならば、D(A,n)は projective chain complexである。

proof)　　とりあえず、全射 p : M −→ N と、f : D(A,n) −→ N に対し、

f̃n : D(A,n)n = R −→ Mn

で pn◦f̃n = fnを満たすものが存在する。よって、Lemma 0.1.8により f̃ : D(A,n) −→
M が構成できる。ここで、f̃n−1 = ∂M ◦ f̃n で定義されていた。

pn−1 ◦ f̃n−1 = pn−1 ◦ ∂M ◦ f̃n = ∂N ◦ pn ◦ f̃n = ∂N ◦ fn = fn−1

なので、
D(A,n) M

N

@
@

@Rf

-f̃

¡
¡

¡ª
p

が可換となる。
□

Corollary 0.1.12

{Aλ}λ∈Λを projective moduleの族とする。このとき、⊕λ∈ΛD(Aλ, n)は projective
chain complexである。

Proposition 0.1.13

Aは acyclicな chain complexとし、各Akは projective moduleとする。このとき、
Zk(A) = Ker∂k は projective moduleであり、A ∼= ⊕k=1Dk(Zk(A))となる。

proof)　　 Bk(A) = Im∂k+1 とおく。Hk(A) = Zk(A)/Bk(A)である。ここで、

A
(k)
n =





An n = k

Bk−1(A) n = k − 1

0 n < k − 1

で定義する。すると、
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A
(k+1)
n =





An n = k + 1

Bk(A) n = k

0 n < k

であるため、これにより、

A
(k+1)
n /A

(k)
n =





0 n = k + 1

Ak/Bk(A) n = k

Bk−1(A) n = k − 1

0 n < k

Aが acyclicであるということは、

Ak+1 −→ Ak −→ Ak−1 −→ Ak−2

が exactであるため、準同型定理を用いて、

Ak/Bk(A) = Ak/Zk(A) ∼= Bk−1(A) = Zk−1(A)

となるため、

Ak+1
n /Ak

n
∼= D(Zk−1(A), k)

ところで、Z0(A) = A0なので、Z0(A)は projectiveである。また、Aが acyclicより、

0 −→ B1(A) −→ A1 −→ Z0(A) −→ 0

は分解する短完全列である。よって、A1
∼= B1(A)⊕Z0(A)であるが、A1が projective

であるから、Cor 0.1.4により、B1(A) = Z1(A)は projectiveである。また、

A = A(1) ∼= A(2) ⊕D1(Z0(A))

であることもわかる。というわけ、この構成を繰り返していけば、各Zk(A)はprojective
であり、A ∼= ⊕k=1Dk(Zk−1(A))であることがわかる。

□

Corollary 0.1.14

Aを chain complexとする。各 Ak が projective moduleで、Aが acyclicであれ
ば、Aは projective chain complexである。
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Definition 0.1.15

colimitで閉じている圏 C における sequence

X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xn −→ Xn+1 −→ · · ·

に対し、Xn −→ colimnXnという自然なmorphismがある。よって、A ∈ C に対し、

Hom(A,Xn) −→ Hom(A, colimnXn)

がこの自然なmorphismの合成によって定義される。さらに、

Hom(A,X0) Hom(A, X1) · · ·

Hom(A, colimnXn) Hom(A, colimnXn) · · ·

-

? ?

-

-
=

-
=

の図式から、

colimnHom(A,Xn) −→ Hom(A, colimnXn)

が誘導されます。Aが任意の sequenceに対し、この対応が全単射のときAを sequen-
cially smallと呼ぶ。

Lemma 0.1.16

Setにおいて、Aが有限集合なら sequencially smallである。

proof)　　 A = {a1, a2, · · · , an}とする。このとき、

α : colimnHom(A,Xn) −→ Hom(A, colimnXn)

が全単射を示す。まず全射から。f ∈ Hom(A, colimnXn)をとると、

f : A −→ colimnXn

であるが、colimnXn =
∐

Xn/ ∼であったのを思い出せば、

A
∐

Xn

colimXn

Q
Q

QQsf

-g

´
´́+
p
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を可換にする写像 g : A −→ ∐
Xn が構成できる。このとき、g(ai) ∈ Xni となる

ni ∈ Z+ が存在するが、m = max15i5n ni とおくと、h : A −→ Xm が h(ai) =
jm
i ◦ g(ai)で定義する。（ただし、jm

i : Xni −→ Xm は sequenceにおける写像の合
成）h ∈ Hom(A,Xm)でこれより、[h] ∈ colimnHom(A,Xn)を考えれば、α[h] = f

である。

次に単射であるが、[f ], [g] ∈ colimnHom(A, Xn)において、α[f ] = α[g]とする。
f ∈ Hom(A,Xr) , g ∈ Hom(A,Xs)と考えられ、r 5 sと考えてよい。仮定により、

[f(ai)] = [g(ai)]であるため、ti 5 rと、x ∈ Xti
が存在し、jn

ti
(x) = f(ai) , jm

ti
(x) =

g(ai)を満たす。このとき、t = max15i5n tiとおくと、自然と h : A −→ Xtが定義で

き、jr
t ◦ h = f , jr

t ◦ h = gとなるため、[f ] = [g] なので単射
□

Corollary 0.1.17

R-moduleにおいて、Aが有限生成の自由加群ならば、Aは sequencially smallで
ある。

DGMにおいて、M が有限個のMk 以外は 0で、各Mk が有限生成の自由加群な

らば、M は sequencially smallである。

Corollary 0.1.18

Aが有限生成の自由加群とすると、D(A,n) , K(A,n)はすべての nに対し、se-
quencially smallである。

Definition 0.1.19

chain complexであるDn = D(R, n) , Sn = K(R,n)で定義し、それぞれ n-disk、
n-sphereとよぶ。また、chain map

jn : Sn−1 −→ Dn

を、次元 n− 1において、R −→ Rを項等射により定義する。

次は fibrationにおける重要な考察である。

Lemma 0.1.20
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p : X −→ Y が fibrationである事と、pが 0 −→ Dn　 (∀n = 1)に対し、RLPを持
つことは同値である。

proof)　　（=⇒）Dn は projective chainより明らか。

（⇐=）逆に n = 1に対し、y ∈ Y をとって、hy : R −→ Ynを hy(1) = yで定義す

れば、
0 Xn

R Yn

?

-gn

?
pn

-
hy

の図式の liftがあり、それを fy : R −→ Xn とおき、x = fy(1)とすれば、定義から
pn(x) = yである。つまり、pn は全射である。

□

Lemma 0.1.21

f : X −→ Y が acyclic fibrationである事と、pが jn : Sn−1 −→ Dn　 (∀n = 0)に
対し、RLPを持つことは同値である。

proof)　　（=⇒）jnは cofibrationだから、最後のMC4の証明で示されるのでそ
ちらを参照。

（⇐=）pが fibrationであることは、

0 X

Sn−1 X

Dn Y

?

-

?

=

?

jn

-g

?

p

-
h

の可換図式で下の図式に liftがあるため、全体として liftが存在するため、Lemma
0.1.20により示される。あとは pがweak equivalenceであることを示す。fibrationの
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仮定にはないが、上の図式で n = 0のときも考案すれば、p0 も全射となることがわ

かる。よって、Kerp = K とおけば、

0 −→ K −→ X −→ Y −→ 0

が chain complexの短完全列となる。ホモロジー群の完全列から、Kが acyclicであれ
ば pがweak equivalenceとなる。ではそれを示そう。つまり、Kn+1 −→ Kn −→ Kn−1

が exactであればいい。とはいえ chain complexであるから半分は示されている。

Kn+1 Kn Kn−1

Xn+1 Xn Xn−1

Yn+1 Yn Yn−1

?

i

-∂

?

i

-∂

?

i

?

p

-∂

?

p

-∂

?

p

-∂ -∂

の可換図で縦列は exactである。x ∈ Knに対し、∂(x) = 0とする。また、p(x) = 0で
もある。よって、Sn −→ Dn+1に対し、pがRLPを持つのだから、次元 nにおいて、

R Xn

R Yn

?
=

-gx

?
p

p p p
p p p

p pµfn

-
0

だが、明らかに fn = gx である。（ただし、gx(1) = xである。）

また、次元 n + 1では、
0 Xn+1

R Yn+1

?

=

-

?

p

p p p
p p p

p p pµfn+1

-
0

となるが、ここで、∂ ◦ fn+1 = fnとなることをあわせると、fn+1(1) = y ∈ Xn+1で

定義すれば、

∂(y) = ∂ ◦ fn+1(1) = fn(1) = x

であり、かつ、p(y) = p◦fn+1(1) = 0これより、y ∈ Kn+1である。そして、∂(y) = x

だったので、一番上の列が exactとなる。
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□

Definition 0.1.22 　（small object argument）

DGMにおけるある morphismの集合を、F = {fα : Aα −→ Bα}α∈Λ とおく。ま

た、各 α ∈ Λに対し、

S(α) = { (g, h) ∈ Map(Aα, X)×Map(Bα, Y ) | h ◦ fα = p ◦ g }

で定義する。つまり、fα : Aα −→ Bα に対し、

Aα X

Bα Y

-g

?
fα

?
p

-
h

を可換にする chain map全体のことである。これにより、Λ、S(α)のすべての直和
を考えると、

⊕α∈Λ ⊕S(α) Aα X

⊕α∈Λ ⊕S(α) Bα Y

-⊕⊕g

?
⊕⊕fα

?

p

-
⊕⊕h

という可換図式が成り立つ。つまりは可換になるものすべてを持ってきて直和をとっ

たわけである。ここで、

⊕α∈Λ ⊕S(α) Aα X

⊕α∈Λ ⊕S(α) Bα

-⊕⊕g

?
⊕⊕fα

の図式で pull-backをとったものを、G1(F, p)とおく。よって、
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⊕α∈Λ ⊕S(α) Aα X

⊕α∈Λ ⊕S(α) Bα G1(F, p)

Y

-⊕⊕g

?

⊕⊕fα

?

i1

S
S

S
S

S
S

S
S

S
SSw

p-
PPPPPPPPPPPPPPq

⊕⊕h

p p p p p p p p p p p p p p p p ps

p1

の可換図式が誕生する。同じようにして今度は、p1 : G1(F, p) −→ Y から、

G2(F, p) = G1(F, p1) , p2 = (p1)1 : G2(F, p) −→ Y

が構成でき、p = p2 ◦ i2 , p2 ◦ i2 = p1 が成立する。この構成を繰り返すと、

X G1(F, p) G2(F, p) · · · Gn(F, p) · · ·

Y Y Y · · · Y · · ·

-i1

?

p

?
p1

-i2

?
p2

- -

?
pn

-

-
=

-
=

-
=

-
=

-

の可換図が成り立つため、G∞(F, p) = colimnGn(F, p)とおけば、

i∞ : X −→ G∞(F, p) , p∞ : G∞(F, p) −→ Y

が誘導され、p = p∞ ◦ i∞ を満たす。

Proposition 0.1.23

Aが seauencially smallならば、p∞ : G∞(F, p) −→ Y は fα ∈ F の fα : A −→ B

に対し RLPをもつ。

proof)　　次の可換図式を考える。

A G∞(F, p)

B Y

-g

?

fα

?

p∞

-
h
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sequencially smallの定義から、g : A −→ G∞(F, p)に対し、

gk : A −→ Gk(F, p)

が存在して自然な写像 π : Gk(F, p) −→ G∞(F, p)に対し、π ◦ gk = gとなる。

A Gk(F, p) Gk+1(F, p) G∞(F, p)

B Y Y Y
?

f

-gk -ik

?

pk

?

pk+1

-π

?

p∞

-
h

-
=

-
=

(gk, h) ∈ S(α)であるため、Gk+1(F, p)の構成を考えると、

hk : B −→ Gk+1(F, p)

が存在し、

A Gk+1(F, p) G∞(F, p)

B Y Y
?

f

-gk

?

pk+1

-π

?

p∞

-
h

´
´

´
´

´́3
hk

-
=

これより、π ◦ gk+1 : B −→ G∞(F, p)が求める liftである。
□

Theorem 0.1.24

DGMは Def 0.1.1によりmodel categoryとなる。

proof)　　MC1はR-moduleの圏が limitと colimitで閉じているためDGMでも
閉じている。

続いてMC2は f : C −→ D , g : D −→ E に対し、

H∗(C) H∗(E)

H∗(D)

Q
QQsf∗

-(g◦f)∗

´
´́3
g∗

の可換図で f, g, g ◦ f の二つが weak equivalenceということは、上の可換図でどれか
二つが同型なので残り一つも同型で weak equivalenceとなる。
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MC3は weak equivalenceと fibrationの retractがまたそうなるのは良いと思う。
cofibrationについてだが、retractは単射になるのは簡単にわかる。あとは射影的加
群についての条件だが、Lemma 0.1.3により射影的加群の retractがまた射影的加群
になるため成立する。

さてここからが本題のMC4です。まずMC4の )から。

A X

B Y

-g

?
i

?
'

?
p

-
h

の可換図で iが acyclic cofibrationで、pが fibrationとする。iが cofibrationより、
Lemma 0.1.2から、各 Pk が projective moduleの P に対し、B = A⊕ P と考えら

れる。

i : A −→ A⊕ P

が weak equivalenceであるので、

i∗ : H∗(A) ∼= H∗(A⊕ P ) ∼= H∗(A)⊕H∗(P )

であることから、H∗(P ) = 0。つまり、P は acyclicである。Cor 0.1.14により P は

projective chain complexである。

p : X −→ Y

は fibrationで全射なので、chain map

h̃ : P −→ X

が存在し、p ◦ h̃ = hを満たす。これにより、

f = g ⊕ h̃ : B ∼= A⊕ P −→ X

で構成すれば、
A X

B Y

-g

?
i

?
'

?
p

¡
¡

¡µ
f

-
h
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が可換となる。続いてMC4の )を示す。

A X

B Y

-g

?
i

?
p

?
'

-
h

を可換とし、i を cofibration、p を acyclic fibration とする。fibration の定義から、
pk : Xk −→ Yk は k = 1に対して全射である。しかし、今

(p0)∗ : H0(X) −→ H0(Y )

は同型である。H0(X) = Z0(X)/B0(X) = X0/B0(X)なので、

0 B0(X) X0 H0(X) 0

0 B0(Y ) Y0 H0(Y ) 0

-

?

p0

-

?

p0

-

?

(p0)∗

-

- - - -

の図式を考えれば上下は exact であり、p1 : X1 −→ Y1 が全射なのだから、p0 :
B0(X) −→ B0(Y )は全射である。five lemmaから

p0 : X0 −→ Y0

も全射となる。よって、Kerp = K としてX の sub chainを定義する。

0 −→ K −→ X −→ Y −→ 0

が chain complexの短完全列になり、ここから長いホモロジー群の完全列が誘導され
るが、今 p∗ : H∗(X) −→ H∗(Y )は同型なので、H∗(K) = 0となり、K は acyclicで
ある。MC4の ）と同様に iが cofibrationなので、B ∼= A ⊕ P であり、各 Pk が

projectiveで、
fk : Pk −→ Xk

が存在する。これが chain mapならば終わりなのだがそこまで単純ではない。ほしい
のは、

α : P −→ X

が chain mapで、p ◦ α = hとなるものである。これは帰納的な構成を用いる。

α0 = f0 : P0 −→ X0
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から始める。今、1 5 j < kのすべての j に対し、

αj : Pj −→ Xj

で、∂j ◦ αj = αj−1 ◦ ∂ , pj ◦ αj = hj を満たすものが存在したとする。このとき、

αk : Pk −→ Xk

を以下のように定義する。

H = ∂ ◦ fk − αk−1 ◦ ∂ : Pk −→ Xk−1

を考えると、

pk−1 ◦H = pk−1 ◦ ∂ ◦ fk − pk−1 ◦ αk−1 ◦ ∂ = ∂ ◦ hk − hk−1 ◦ ∂ = 0

であるので、H : Pk −→ Kk−1 と考えられる。また、∂ ◦H = 0となるのは簡単にわ
かる。これより、

H : Pk −→ Zk−1(K)

と考えられる。K が acyclicなので、

∂ : Kk −→ Bk−1(K) = Zk−1(K)

は全射である。Pk が projectiveであるため、

G : Pk −→ Kk

が存在して、∂ ◦G = H となる。ik : Kk −→ Xk を inclusionとすれば、

αk = fk − ik ◦G : Pk −→ Xk

で定義する。このとき、∂ ◦ αk = αk−1 ◦ ∂ が成り立ち、また、

pk ◦ αk = pk ◦ fk = hk

なので、最終的に

β = g ⊕ α : B = A⊕ P −→ X

とおけば、これが求める liftである。

最後に MC5 である。MC5 の ）から。まず、f : X −→ Y に対し、F = {jn :
Sn−1 −→ Dn}n=0 で、G∞(F, f)を考える。Def 0.1.22により、

i∞ : X −→ G∞(F, f) , p∞ : G∞(F, f)
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によって、f = p∞ ◦ i∞と分解できる。このとき、Lemma 0.1.21と、Prop 0.1.23に
より、p∞は acyclic fibrationである。また構成法から、Gn+1(F, f)はGn(F, f)⊕Sn

である。よって、G∞(F, f) = X ⊕ (⊕n=0S
n)である。

i∞ : X −→ G∞(F, f)

は X への inclusionになるから、もちろん単射であり、この cokerは (⊕n=0S
n であ

り、もちろん各次元で projectiveなので i∞ は cofibrationである。

続いてMC5の ）である。今度は F = {0 −→ Dn}n=0とおいて、G∞(F, f)を考
える。同じく Lemma 0.1.20と、Prop 0.1.23により、p∞ は fibrationであるまた、
同じく i∞ も cofibrationであり、

G∞(F, f) = X ⊕ (⊕n=0D
n)

であるため、加法性定理を考えれば、

(i∞)∗ : H∗(X) −→ H∗(G∞(F, p)) ∼= H∗(X⊕(⊕Dn)) ∼= ⊕H∗(X)⊕H∗(Dn) = H∗(X)

が恒等射であるため、i∞ は weak equivalenceである。
□

このDGMのmodel構造で projective moduleがだいぶ活躍しているが、projective
でなければダメなのかというのは自然な疑問で、当然その双対の injectiveを考えた
くなる。その際には次のように変えればよい。証明はこの手順を繰り返す事になると

思うので省く。

Remmark 0.1.25

f : C −→ Dを chain mapとするとき、

1. 　 f が weak equivalenceとは、f∗ : Hn(C) −→ Hn(D)　 (n = 0) が同型で
ある。

2. 　 f が cofibrationとは、f : Cn −→ Dn　 (n = 1)が単射である

3. 　 f が fibration とは、f : Cn −→ Dn　 (n = 1) が全射であり、Kerfn が

injective moduleである。

この choiceによって DGMはmodel categoryとなる。

より一般には cofibrationの cokernelが cofibrant、fibrationの kernelが fibrantに
なるように構成されている。


