
0.1. Frobenius ring上のmodule 1

0.1 Frobenius ring上のmodule

Definition 0.1.1

（可換）環Rが Frobenis ring（フロベニウス環）であるとは、R-moduleにおける
projective moduleと injective moduleが一致することである。

Example 0.1.2

G : finite group、k : fieldとしたとき、group ringである k[G]は Frobenius ring
である。

Definition 0.1.3

Rを可換環とする。f, g ∈ HomModR(M, N)に対し、f, gが stably equivalentとは、
f − g : M −→ N に対し、∃L : projective R-module　 s.t　 f − g : M −→ L −→ N

と分解できることである。このとき、f ∼ gと書く。

g◦f ∼ 1となるとき、f, gは互いに stable inverceであるといい、f が stable inverce
を持つとき、f は stable equivalenceであるという。

Lemma 0.1.4

Stably equivalentは HomModR(M,N)上の同値関係である。

proof)　　まず反射律についてだが、f − f = 0 : M −→ 0 −→ N と分解でき、0
は projectiveなので f ∼ f である。次に対称律は、f ∼ gをすると、f − g : M

α−→
P

β−→ N と projective moduleを経由して分解できるが、

g − f : M
−α−→ P

β−→ N

であるので g ∼ f である。最後に推移律は、f ∼ g , g ∼ hとすると、

f − g : M
α−→ P

β−→ N , g − h : M
γ−→ Q

δ−→ N

という分解があり、P, Qは projectiveであるが、P ⊕Qも projectiveである。

(f−h)(x) = f(x)−h(x) = f(x)−g(x)+g(x)−h(x) = (f−g)(x)+(g−h)(x) = β◦α(x)+δ◦γ(x)

であるので、

f − h : M
α⊕γ−→ −→P ⊕Q

β+δ−→ N

という分解ができ、f ∼ hである。
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□

Lemma 0.1.5

Stably equivalent は compsition で保たれる。つまり、f ∼ g ならば、h ◦ f ∼
h ◦ g , f ◦ k ∼ g ◦ k である。

proof)　　 f, g ∈ Hom(M, N)に対し、f ∼ gとする。また、h ∈ Hom(N,L) , k ∈
Hom(K, M)に対し、

h ◦ f ◦ k − h ◦ ◦k : K −→ L

を考えたとき、f ∼ g なのだから、f − g : M
α−→ P

β−→ N という分解で P が

projectiveであるものがある。よって、

h ◦ f ◦ k − h ◦ ◦k : K
α◦k−→ P

h◦β−→ L

という分解ができる。
□

Definition 0.1.6

Rを可換環としたとき、ModRを stable equivalenceの classで局所化した圏をR-
moduleの stable categoryと呼び、StabRとかく。つまりこれは、objectはR-module
でmorphismの集合は HomModR

(M, N)/ ∼である。

Theorem 0.1.7

R : Frobenius ringとしたとき、ModR のmorphismにおいて、

1. 　 weak equivalence is stable equivalence

2. 　 fibration is surjection

3. 　 cofibration is injection

という指定により cofibrantry generated model structureが定義できる。

proof)　　 1)　 limit and colimitで閉じていることは良い。

2)　　 2-out-of-3
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f : X −→ Y , g : Y −→ Zにおいて、f, gが stable equivalenceとする。このとき、

f ′ : Y −→ X , g′ : Z −→ Y

をそれぞれ f, gの stable inverceとすれば、f ′ ◦ g′ : Z −→ X は、

(g ◦ f) ◦ (f ′ ◦ g′) ∼ 1 , (f ′ ◦ g′) ◦ (g ◦ f) ∼ 1

となり、g ◦ f は stable inverceを持つので、g ◦ f は stable equivalenceである。

また、f, g ◦ f が stable equivalenceとしたときは、

f ′ : Y −→ X , h : Z −→ X

をそれぞれ f, g ◦ f の stable inverceとすれば、

g′ = f ◦ h : Z −→ Y

を考えれば、

g ◦ g′ = g ◦ f ◦ h ∼ 1

であり、

g′ ◦ g ∼ g′ ◦ g ◦ f ◦ f ′ ∼ f ◦ h ◦ g ◦ f ◦ f ′ ∼ f ◦ f ′ ∼ 1

また g, g ◦ f を stable equivalenceとしても同様に f が stable equivalenceとなる。

3)　　 Retract

全射、単射はすべて retractで閉じている。stable eauivalenceについてのみ見れば
よい。

A X A

B Y B
?

g

-iA

?
f

-rA

?
g

-
iB

-
rB

の可換図で上下横列は恒等射、そして f が stable equivalence とする。このとき、
f ′ : Y −→ X を stable inverceとすると、g′ = rA ◦ f ′ ◦ iB : B −→ Aとおく。

g′ ◦ g = rA ◦ f ′ ◦ iB ◦ g = rA ◦ f ′ ◦ f ◦ iA ∼ rA ◦ iA = 1

であり、また

g ◦ g′ = g ◦ rA ◦ f ′ ◦ iB = rB ◦ f ◦ f ′ ◦ iB ∼ rB ◦ iB = 1
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である。

Lift propatyと factorizationについては以下で Lemma等を証明してから示す。

Proposition 0.1.8

Rを Frobenius ringとするとき、f ∈ HomModR
(X, Y )が fibrationであることと、

任意の g ∈ HomModR
(R, Y )に対し、h ∈ HomModR

(R,X)で f ◦h = gとなるものが

存在することは同値である。ただし、RはRのmultiplicationを作用としてR-module
と見ている。

proof)　　 f を fibrationとする。つまり、f 全射である。Rは 1元生成の free R-
moduleであり、projectiveである。よって、projectiveの定義により g : R −→ Y の

liftは存在する。

逆に y ∈ Y に対し、gy : R −→ Y を gy(1) = yで定める。このとき、h : R −→ Xで

f ◦h = gy を満たすものが存在する。よって、h(1) ∈ X に対し、f(h(1)) = gy(1) = y

であり、f が全射である。
□

Lemma 0.1.9

M をR-module、P を projective R-moduleとしたとき、(1, 0) : M −→ M ⊕P は

stable equivalenceである。

proof)　　 pr1 : M ⊕ P −→ M を projectionで定義すると、pr1 ◦ (1, 0) = 1M で

ある。また、

(1, 0) ◦ pr1(m, p)− 1MoplusP (m, p) = (0,−p)

であるので、

(1, 0) ◦ pr1 − 1M⊕P : M ⊕ P
pr2−→ P

(0,−1)−→ M ⊕ P

と分解ができるので、(1, 0)は stable equivalence
□

Lemma 0.1.10
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f ∈ HomModR(M, N)を stable equivalenceとしたとき、inclusion

i : Kerf −→ X

は i ∼ 0である。

proof)　　 f ′ : N −→ M を f の stable inverceとする。

f ′ ◦ f − 1M : M
α−→ P

β−→ M

の分解がある。よって、m ∈ Kerf に対しては、

β ◦ α ◦ i(m) = f ′ ◦ f(m)−m = −m

であるので、

i− 0 = i : Kerf α◦i−→ P
−β−→ M

であるため、i ∼ 0
□

Lemma 0.1.11

f ∈ HomModR(M, N)を stable equivalenceとし、

0 −→ Kerf i−→ M −→ Imf −→ 0

は split完全列であるとすると、Kerf は projectiveである。

proof)　　 Lemma 0.1.10により、inclusion

i : Kerf −→ M

は i ∼ 0であった。つまり、

i : Kerf α−→ P
β−→ M

という projectiveを経由した分解がある。このとき、仮定から iの分解準同型

j : M −→ Kerf

が存在する。今、



6

X

Kerf Y
?

g:suj

-
h

の図式を考えたとき、
P X

Kerf Y

@
@

@@R

h◦j◦β

?

g:suj

6
α

-
h

の左下は可換となる。このとき、P は projectiveであったから、

P X

Kerf Y

p p p p p p p p p-γ

@
@

@@R

h◦j◦β

?

g:suj

6
α

-
h

という右上を可換にするmorphismが存在する。これより、

γ ◦ α : Kerf −→ X

が hの liftである。よって Kerf は projective moduleである。
□

Proposition 0.1.12

Rを Forbenius ringとしたとき、f ∈ HomModR(X,Y )が acyclic fibrationである
ことと、f が全射かつ、Kerf が projectiveであることは同値である。

proof)　　双方とも全射の条件は同じなのでそれ以外について見てみる。f が全射

なので、

0 −→ Kerf −→ X
f−→ Y −→ 0

という短完全列がある。
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(=⇒)　　 f を acyclic fibrationとする。f が stable equivalenceなので、f ′ : Y −→
X が存在し、f ◦ f ′ − 1 : Y

α−→ P
β−→ Y という projectiveをはさんだ分解がある。

0 Kerf X Y 0

0 Ker(f + β) X ⊕ P Y 0

- -

?

-

?

(1,0)

-

?

=

- - -
f+β

-

の可換図で上下横列はともに exactである。Lemma 0.1.9により、中央縦列の

(1, 0) : X −→ X ⊕ P

は stable equivalenceである。よって、2-out-of-3によって、

f + β : X ⊕ P −→ Y

も stable equivalenceである。ここで、

f ′ ⊕ (−α) : Y −→ X ⊕ P

により定義すると、

(f + β) ◦ (f ′ ⊕ (−α))(y) = (f + β)(f ′(y),−α(y)) = f ◦ f ′(y)− β ◦ α(y) = y

であるため、図の下列は splitする。これより、Lemma 0.1.11が適用され、Ker(f +β)
は projectiveである。また、上の図式を拡張して、

0 0 0

0 Kerf X Y 0

0 Ker(f + β) X ⊕ P Y 0

0 P P 0 0

0 0 0

? ? ?
- -

?

-

?

(1,0)

-

?

=

- -

?

-f+β

?

pr2

-

?
-

?

-=

?

-

?

-
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の可換図で、左縦列以外はすべて exactなので 3× 3Lemmaにより、ここも exact。
つまり、

0 −→ Kerf −→ Ker(f + β) −→ P −→ 0

が exactであり、Pがprojectiveなのでこれも splitする。よって、KerfはKer(f+β)の
retractであることが分解準同型の存在から導かれ、projectiveの retractは projective
であるので Kerf は projectiveである。

(⇐=)　　 Kerf を projectiveとすると、injectiveでもあるので

0 −→ Kerf i−→ X
f−→ Y −→ 0

は splitする。よって、i, f の分解準同型をそれぞれ、

j : X −→ Kerf , g : Y −→ X

とおく。このとき、f ◦ g = 1Y であり、X ∼= Kerf ⊕ Y の同型がこれら分解準同型で

与えられていたのを思い出すと、

g ◦ f + i ◦ j = 1X

である。よってこのことから、

g ◦ f − 1X : X
−j−→ Kerf i−→ X

となり、g ◦ f ∼ 1X である。よって、f は stable equivalence
□

Lemma 0.1.13 　　 Bearの判定法

Rを commutative ringとする。Qが injective R-moduleであることと、任意の R

の idealである Aと、f : A −→ Qに対し、g : R −→ Qが存在し、g ◦ j = f となる

ことは同値である。ただし、j : A −→ Rは inclusion

proof)　　Qが injectiveとすれば、A −→ QがR上に liftするのは定義から明ら
かである。問題は逆であるが、

N Q

M

-f

?
injective
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の図式を考え、これを可換にするようなM −→ Qを構成すればよい。N はM の sub
moduleと見て、injectiveは inclusionと見なしておく。

G = {(g, L) | N ⊂ L ⊂ M , g : L −→ Q , g|N = f}
の集合を考え、順序を (g, L) 5 (g′, L′)を L ⊂ L′ , , g′|L = gを満たすことと定義し、

この順序による Gの全順序部分集合 G0 を一つ選ぶ。このとき、Zone Lemmaによ
り G0 の極大元 (g0, L0)が存在する。

このとき L0 = M であることを示せば、g0 が求める liftである。L0 ⊂ M ではあ

るから、今 x ∈ M , x 6∈ L0 という元 xが存在すると仮定する。このとき、

N ⊂ L0 ⊂ Rx + L0 ⊂ M

であり、I = {s ∈ R | sx ∈ L0 }とおくと、IはRの idealである。また、h : I −→ Qを

h(s) = g0(sx)で定義する。仮定よりこれは、R上に liftされる。つまり、h̃ : R −→ Q

が存在し、h̃|I = hである。このとき、

g̃ : Rx + L0 −→ Q

を g̃(rx + m) = h̃(r) + g0(m)により定義する。これは well definedで準同型となる。

N L0 Rx + L0 M

Q Q Q

-⊂

?

f

?

g0

-⊂

?

g̃

-⊂

-
=

-
=

の可換図を満たす。よって、(g0, L0) 5 (g̃, Rx + L0)となり (g0, L0)が極大元という
ことに矛盾する。よって、M = L0 である。

□

Proposition 0.1.14

Rを Frobenius ringとする。I = {A ↪→ R | Aは Rの ideal }とおいたとき、f が

acyclic fibrationであることと、f が I の任意のmorphismに対しRLPを持つことは
同値である。

proof)　　 (=⇒)　　 f : X −→ Y は acyclic fibrationであるとする。Prop 0.1.12
により、全射であり Kerf が projectiveである。よって、

0 −→ Kerf i−→ X
f−→ Y −→ 0
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が split完全列であるので、X ∼= Kerf ⊕ Y である。

A X

R Y

-α

?
j

?
f

-
β

の可換図を考えたとき、

γ : A
α−→ X

∼=−→ Kerf ⊕ Y
pr1−→ Kerf

に対し、Kerf が injectiveであるため、g : R −→ Kerf で、g ◦ j = γとなるものが存

在する。これより、

h = g ⊕ β : R −→ Kerf ⊕ Y ∼= X

で定義すれば、
A X

R Y

-α

?
j

?
f

¡
¡

¡µh

-
β

は可換となる。

(⇐=)　　 0は Rの自明な idealなので、

0 X

R Y

-

? ?
f

-

が liftを持つということは、f が全射であるのと同値である。あとはKerf が injective
であることを示せばよい。任意の Rの idealである Aと、g : A −→ Kerf をとる。

A X

R Y

-i◦g

?
j

?
f

-
0

は可換なので、図式を可換にする h : R −→ X が存在する。これは f ◦ h = 0なので、
h : R −→ Kerf と見れて、h◦ j = gである。Lemma 0.1.13により、Kerf は injective
である。
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□

Theorem 0.1.15

R : Frobenius ringとしたとき、ModR のmorphismにおいて、

1. 　 weak equivalence is stable equivalence

2. 　 fibration is surjection

3. 　 cofibration is morphism which has LLR for all acyclic fibrations

という指定により cofibrantry generated model structureが定義できる。

proof)　　 closed composition、bicomplete、2-out-of-3、retractなどは cofibration
の指定が変わったが簡単に示せる。

まず generating cofibratinsと acyclic cofibrationsである I, J をそれぞれ、

I = {A ↪→ R | Aは Rの ideal } , J = {0 −→ R}

とおいておく。AはRの sub R-moduleと見ているが、それはR自身が１元生成の free
R-moduleであるため、Aもそうである。よって、AはModRにおいて sequencialy
smallである。当然Jの定義域の 0もそうである。また、Lemma 0.1.14と 0.1.8により、
acyclic fibrationであることと Iに対しRLPをもつこと、fibrationであることと J に

対しRLPは同値であった。これより、small object augumentを用いて factorizationを
構成する。Lift propatyの一方は定義から明らかで、もう一方は factorization、retaract
の性質を用いて示される。このあたりは chain complexや位相空間と同じ手順なので
参考にすればよい。

□

proof of Thorem 0.1.7)

結局上での cofibrationの指定と同値であることを示せばよい。
まず、i : A −→ B を injectionとし、

A X

B Y

-α

?
i

?
p

-
β
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の可換図を考え、pを acyclic fibrationとする。このとき、Prop 0.1.12により、pは

全射かつ Kerpが injectiveである。これより、

0 −→ Kerp
j−→ X

p−→ Y −→ 0

の短完全列は splitして、X ∼= Kerp ⊕ Y である。このとき、j, p分解準同型をそれ

ぞれ、

j′ : X −→ Kerp , p′ : Y −→ X

を書くことにする。このとき、

g = p′ ◦ β ◦ i− α : A −→ X

をおくと、p ◦ g = 0となり、
g : A −→ Kerp

と考えられる。また、iが injectionで Kerpが injectiveなのだから、

h : B −→ Kerp

が存在し、h ◦ i = gを満たす。ここで、

k = p′ ◦ β − j ◦ h : X −→ B

を考えれば、

p ◦ k = p ◦ p′ ◦ β − p ◦ j ◦ h = β

であり、

k ◦ i = p′ ◦ β ◦ i− j ◦ h ◦ i = p′ ◦ β ◦ i− g = α

となるので、
A X

B Y

-α

?
i

?
p

¡
¡

¡µk

-
β

が可換となる。

逆に任意の acyclic fibration に対し、i : A −→ B は LLP を持つとする。A の

injective resolusionを考えたとき、

0 −→ A
ε−→ Q0 −→ Q1 −→ Q2 −→ · · ·
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であるが、εは単射でQ∗は injectiveである。具体的には、Q0をAで生成された free
R-moduleとして inclusionにより εを定義すればよい。このとき、

A Q0

B 0

-ε

?
i

?
-

の図式を考えれば、Q0 −→ 0 は全射で Ker が Q0 で projective であるため acyclic
fibrationである。仮定により、h : B −→ Q0 で h ◦ i = εをなるものが存在する。こ

のとき、εが単射なので iも単射である。
□


