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0.1 位相圏

位相圏のモデル構造は、DGM のそれと余り変わらない。が、ここで言う model
categoryである事示すためには、fibrationを Serre fibrationとし、weak equivalence
を weak homotopy equivalenceとする。この場合 cofibrationの指定の仕方が色々あ
るのだが最もわかりやすいのは relative cell complexでの inclusion （その retract）
としてしまう方法だが、証明をする過程では次のようにしておいたほうが都合が良い

ので以下のように定義する。

Definition 0.1.1

f : X −→ Y を連続写像とするとき、

1. 　 f が weak equivalenceとは、f∗ : πn(X) −→ πn(Y )　 (n = 0) が全単射で
ある。

2. 　 f が fibrationとは、Serre fibrationである。

3. 　 f が cofibrationとは、任意の acyclic fibrationに対し LLPを持つ。

この choiceによって位相圏はmodel categoryとなるわけですがそれにはやっぱり
準備が必要です。

気になるのは fibrationと cofibrationの指定です。cofibrationはMC4の１つを満足
させるために定義されたとしか思えません。そして fibrationはより一般的なHurewiz
fibrationではなく、Serre fibrationを指定するからにはこの構造の鍵となるのは CW
複体ということになります。というより Serre fibrationには次のような性質があり
ます。

Lemma 0.1.2

p : X −→ Y が Serre fibrationである事と、任意の n = 0に対し、pが inclusion
in : Dn × {0} −→ Dn × I に対し、RLPを持つ事は同値である。
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proof)　　Dnは CW複体なので=⇒は成立する。この逆を示そう。Aを CW複
体とする。

A X

A× I Y

-g

? ?

p

-
h

が可換とする。このとき、A(0) が離散空間なので、仮定から D0 −→ D0 × I に対し

pが RLPを持つので、

A(0) X

A(0) × I Y

-g0

? ?

p

¡
¡

¡
¡µ

f0

-
h0

を可換とする f0 : A(0) × I −→ X が存在する。ただし、g0, h0はそれぞれ g, hの制限

である。続いて、1 5 ∀m 5 n− 1に対し、

A(m) X

A(m) × I Y

-g0

? ?

p

p p p
p p p

p p p
p pµ

fm

-
h0

を可換とする fm : A(m)×I −→ Xが存在するとする。このとき、fn : A(n)×I −→ X

を次のように定義する。A(n) ∼= A(n−1) ∪ (
∐

Dn)であるため、各 n胞体

ϕ : Dn −→ A

を考えると、
Dn A X

Dn × I A× I Y

-ϕ

? ?

-g

?
p

-
ϕ×1

-
h

の可換図から Lift
ϕ̃ : Dn × I −→ X

を考える事ができる。これより、

fn = fn−1 ∪ (
∐

ϕ̃) : A(n) × I ∼= (A(n−1) × I) ∪ (
∐

Dn × I) −→ X
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が定義され、

A(n) X

A(n) × I Y

-gn

? ?

p

¡
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¡
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fn

-
hn

は可換である。これより、

colimnfn : A× I −→ X

が求める Liftである。
□

Lemma 0.1.3

p : X −→ Y が Acyclic fibrationである事と、任意の n = 0に対し、pが inclusion
jn : Sn−1 −→ Dn に対し、RLPを持つ事は同値である。

Definition 0.1.4

位相空間X に対し、X にいくつかの胞体を貼り付けて構成される空間を Y とする

とき、(Y, X)を relative cell complexと呼ぶ。つまり、X0 = X ∪ (
∐

D0)から始め、
Xn = Xn−1 ∪ (

∐
Dn)の構成を続け、Y = colimnXnとするわけである。つまり普通

の Cell Complexの構成をX(0) からではなく、X から始めて構成するわけである。

Proposition 0.1.5

Aを有限の CW複体とする。

X0 −→ X1 −→ X2 −→ · · ·Xn −→ Xn+1 −→ · · ·

に対し、各 (Xn+1, Xn)は relative cell complexとする。このとき、

colimnHom(A,Xn) ∼= Hom(A, colimnXn)

proof)　　 Aが有限の CW複体ということは Aが compactという事に他ならな
い。よって、f ∈ Hom(A, colimnXn)に対し、f によるAの ImageはあるXnに含ま

れることから示される。
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□

Theorem 0.1.6

Def 0.1.1によって位相空間の圏はmodel categoryとなる。

proof)　　まず３つの morphismが閉じているかですが、cofibration以外は良い
と思います。f : A −→ B, g : B −→ C を cofibrationとするとき、

A X

C Y

-α

?
g◦f

?
p

-
β

の可換図で pが acyclic fibrationとする。

A X

B Y

-α

?
f

?
p

-
β◦g

の可換図で f が cofibrationなのだから、この Lift

α̃ : B −→ X

が存在する。これより、
B X

C Y

-α̃

?
g

?
p

-
β

の可換図でもう一度 Liftが存在するので、それを γ : C −→ X とおけば、

A X

C Y

-α

?
g◦f

?
p

¡
¡

¡µγ

-
β

は可換である。
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MC1は良いと思う。MC2は weak equivalenceの定義から考えればすぐにわかる。
MC3も調べればわかる。また、MC4の 1)は定義そのままである。次にMC5の 1)
であるが、DGMの時の Glowing Constractionを思い出す。f : X −→ Y に対し、

F = {jn : Dn × {0} −→ Dn × I}n=0

とおき、G∞(F, f)を考える。このとき、

Dn × {0} G∞(F, f)

Dn × I Y

-

?

jn

?

p∞

-

はG∞(F, f)の定義からLiftを持つため、Lemma 0.1.2により p∞は fibrationである。

ところで、G1(F, f) = X ∪ (
∐

Dn × I)であるため、

i1 : X −→ G1(F, f)

は強変位 retract である。つまり weak equivalence である。また、p : E −→ B を

fibrationとして、
X E

G1(F, f) B

-g

?

i1

?

p

-
h

の可換図式に対し、Lemma 0.1.2により、

∐
Dn × {0} X E

∐
Dn × I G1(F, f) B

?

- -

?

i1

?

p

- -

の可換図の Liftが存在するためそれを、

α :
∐

Dn × I −→ E
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とおけば、β = g ∪ α : G1(F, f) −→ E に対し、

X E

G1(F, f) B

-g

?

i1

?

p

¡
¡

¡
¡¡µ

β

-
h

は可換となる。よって、i1は cofibrationである。つまり、i1は acyclic cofibrationで
ある。同様に、ik : Gk−1(F, f) −→ Gk が acyclic cofibration となり、i∞ : X −→
G∞(F, f)も acyclic cofibrationである事が示される。

次にMC5の 2)であるが、今度は、

F = {jn : Sn−1 −→ Dn}n=0

とおいて、G∞(F, f)を考える。このとき、

Sn−1 G∞(F, f)

Dn Y

-

?
jn

?
p∞

-

が Liftを持つため、Lemma 0.1.3によって、p∞ は acyclic fibrationであることがわ
かる。また、先のMC5の 1)と同様の構成で、i∞ が任意の acyclic fibrationに対し
LLPを持つ事も示されるため、cofibrationである事もわかる。

残るはMC4の 2)である。
A X

B Y

-

?
i

?
p

-

の可換図において、iが acyclic cofibrationで pを fibrationとする。MC5により、i

を i = p′ ◦ i′ を分解する。ただし、i′ は acyclic cofibrationで p′ は fibrationとする。
i自身が weak equivalenceなので、MC2により、p′ は acyclic fibrationである。

A B′

B B

-i′

?
i

?
p′

-
=
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の可換図から Liftである、α : B −→ B′ が存在する。これにより、

A A A

B B′ B

-=

?
i

-=

?
i′

?
i

-
α

-
p′

の図式が可換となって、これより iは i′の retractである事がわかり、i′はMC5を振
り返ると、任意の fibrationに対し LLPを持っていた。よって、その retractも同様
である。

□

Theorem 0.1.7

i : A −→ Bが cofibrationであることと、iが relative cell complexの間の inclusion
の retractである事は同値である。

proof)　　 =⇒から示す。MC5の証明を思い出すと、iは cofibrationである i′ :
A −→ G∞(F, i)と acyclic fibrationである p′ : G∞(F, i) −→ B により i = p′ ◦ i′ と

分解できる。

A G∞(F, i)

B B

-i′

?

i

?

p′

-
=

仮定よりこの図式は Liftを持つので、それを α : B −→ G∞(F, i)とおく。

A A A

B G∞(F, i) B

-=

?

i

-=

?

i′

?

i

-
α

-
p′

を考えれば、i は i′ の retract であり、i′ : A −→ G∞(F, i) は定義から (G∞, A) が
relative cell complexだったので成立する。￥vspace1zw
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⇐=を示す。
A X

B Y

-g

?
i

?
p

-
h

で p を acyclic fibration とする。Lemma 0.1.3 によりこれは Sn−1 −→ Dn に対し

RLPを持つため、それらの Liftと gを張り合わせて、元の図式の Liftを構成するこ
とができる。なぜなら、B は仮定より Aに胞体を接着した空間と考えて問題ないか

らだ。
□

Corollary 0.1.8

f : X −→ Y を連続写像とするとき、

1. 　 f が weak equivalenceとは、f∗ : πn(X) −→ πn(Y )　 (n = 0) が全単射で
ある。

2. 　 f が fibrationとは、Serre fibrationである。

3. 　 f が cofibrationとは、relative cell complexの inclusionの retractとする。

この choiceによって位相圏はmodel categoryとなる。

この構成について疑問に思う節も多いと思う。特にfibrationはより一般的なHurewiz
fibrationを使うわけには行かないのか。cofibrationは通常の cofibration、あるいは
NDR対の inclusionである closed cofibrationを用いたらどうであろうか。weak equiv-
alenceは homotopy equivalenceで構成してみたらどうだろうか。なんて夢は膨らむ。
それについてはMark Hoveyの本に詳しく載っている。


