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0.1 Homotopy

left homotopyと right homotopyの双方を同時に考える必要がある。

Lemma 0.1.1

f, g : A −→ X に対し、

1. 　 A : cofibrantで、f
l∼ gならば、f

r∼ g

2. 　 A : fibrantで、f
r∼ gならば、f

l∼ g

proof)　　 1)を示す。仮定より、Aのgood cylinder object

A
∐

A
i0+i1−→ A ∧ I

j−→ A

と、f, g の homotopyである H : A ∧ I −→ X が存在する。A : cofibrantなので、
i0 : A −→ A ∧ I は acyclic cofibrationである。X の good path object、

X
q−→ XI (p0,p1)−→ X ×X

を選ぶ。
A XI

A ∧ I X ×X
?

-q◦f

?
-

(f◦j,H)

の図式は共に (f, f)となるため、可換である。MC4によりこの Liftが存在するため、
それを、

H̃ : A ∧ I −→ XI

とおく。このとき、i1 : A −→ A ∧ I に対し、

H̃ ◦ i1 : A −→ XI

を考えれば、

p0 ◦ H̃ ◦ i1 = f ◦ j ◦ i1 = f

であり、

p1 ◦ H̃ ◦ i1 = H ◦ i1 = g

なので、H̃ ◦ i1 が f, gの right homotopyである。2）も同じようにして示せる。
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□

Definition 0.1.2

f, g : A −→ X が homotopicであるとは、f
l∼ gかつ、f

r∼ gであるときのことを

言う。このとき単に f ∼ g とかく。

f : A −→ X , g : X −→ Aに対し、g ◦ f ∼ 1 , f ◦ g ∼ 1を満たすとき、f, g

は互いに homotopy inverceと呼び、homotopy inverceを持つときそのmorphismを
homotopy equivalenceと呼ぶ。

また、A : cofibrantで、X : fibrantならば、∼ はHomC(A, X)における同値関係
となり、その同値類を π(A,X)とかく。

Remmark 0.1.3

A : cofibrantで、X : fibrantとする。f
l∼ gまたは、f

r∼ g ならば、f ∼ gである。

Lemma 0.1.4

f : A −→ X に対し、A,X が共に fibrantかつ cofibrantならば、f が weak equiv-
alenceであることと homotopy equivalenceであることは同値である。

proof)　　 f : A −→ X を weak equivalenceとする。MC5とMC2により、

f : A
j−→ C

p−→ X

で、j : acyclic cofibrationで、p : acyclic fibrationと取れる。

node∗
A A

C

-=

?
j

?-

A : fibrantよりMC4が使えて、この図式の liftを r : C −→ Aとおくと、r ◦ j = 1
であることはわかる。また、

j∗ : πr(C, C) −→ πr(A,C)

は全単射であったので、

j∗[j ◦ r] = [j ◦ r ◦ j] = [j] = j∗[1]
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により、j ◦ r
r∼ 1であるため、Remmark 0.1.3により、j ◦ r ∼ 1であるため、まず j

は homotopy inverceである rをもつ。同じようにして pも homotopinverceである s

を持つので、f = p ◦ iを考えれば、r ◦ sが f の homotopy inverceである。

逆に f が homotopy equivalenceとし、その homotopy inverceを g : X −→ Aとす

る。このとき、f ◦ gと 1X の left homotopyを、

H : X ∧ I −→ X

とする。MC5により、
f : A

j−→ C
p−→ X

の分解で j : acyclic cofibrationと p : fibrationとしてとれる。

X C

X ∧ I X

-j◦g

?

i0

?

p

-
H

でX が cofibrantなので i0 が acyclic cofibrationでありMC4からこの図式の lift

H̃ : X ∧ I −→ C

が存在する。

s : X
i1−→ X ∧ I

eH−→ C

と p◦ s = 1である。また、分解から容易にわかるようにCも fibrantであり cofibrant
である。j は weak equivalenceであるから、前半の議論からその homotopy inverce
r : C −→ Aが存在する。p ∼ p ◦ j ◦ r = f ◦ r また、s ◦ j ◦ gであったので、

s ◦ p ∼ j ◦ g ◦ f ◦ r ∼ j ◦ r ∼ 1

よって、恒等射はweak equivalenceであり、それと homotopicな s◦pもweak equiv-
alenceであるため、

C C C

X C X

-=

?
p

-=

?
s◦p

?
p

-
s

-
p

の図式から MC3 の retract によって、p が weak equivalence であることがわかる。
f = p ◦ j で j はもともと weak equivalenceであったので f は weak equivalenceで
ある。

□


