
モデル圏の定義と基本性質

モデル圏とは、位相空間のようにホモトピー論を行うための圏である。D.Quillenによって [Qui]で登

場して以降、定義はより洗練され [Hov]や [Hir]などで登場するものが現在では親しまれていると思う。

初めてモデル圏のことを学ぶには [DS]がおすすめ。Quillenは従来のホモトピー論の中核を担っているの

が、３種類の射である事に気が付いた。この射の性質を公理化することにより、位相空間以外の圏でもホ

モトピー論を展開できることに着眼した。

定義 0.1. 圏M がモデル圏とは、次の 3種類の合成で閉じたM の射（部分圏）、コファイブレーション

(cofibration, ↪→), ファイブレーション (fibration, ↠), 弱同値（weak equivalence,
∼−→)が指定され、次の

5つの条件を満たす。

1. M は任意の極限と余極限を持つ。

2. 合成射 g ◦ f に対し、f , g, g ◦ f のいずれか 2つが弱同値ならば、残り一つも弱同値である。

3. 射 f は gのレトラクトであり、gが弱同値（コファイブレーション、ファイブレーション）ならば、

f もそうである。

4. 次の可換図式

A //

i

��

X

p

��
B //

>>

Y

で、iがコファイブレーション、pがファイブレーションとする。このときさらに、pか iが弱同値

ならば、図式を可換にする斜め向きの射 B −→ X が存在する。

5. 任意の射 f は弱同値かつコファイブレーション iと、ファイブレーション pで f = p ◦ iと分解でき
る。またコファイブレーション jと、弱同値かつファイブレーション qで f = q ◦ jとも分解できる。

もう少し、用語を用意しておけば、もう少し簡単に述べることもできる。

定義 0.2. 圏 C において、i : A −→ B, p : X −→ Y を考える。任意の可換図式

A
f //

i

��

X

p

��
B

g
// Y

に対し、h : B −→ Y が存在し、h ◦ i = f , p ◦ h = g を満たすとき、i は p に対し LLP(Left Lifting

Property)を持つといい、逆に pは iに対し RLP(Right Lifting Property)を持つという。

定義 0.3. モデル圏M において、（コ）ファイブレーションかつ弱同値である射を自明な（コ）ファイブ

レーションと呼ぶことにする。よって、モデル圏の定義を簡潔に述べると以下のようになる。

圏M がモデル圏とは、次の 3種類の合成で閉じたM の部分圏、C（コファイブレーション）, F（ファ

イブレーション）, W（弱同値)が指定され、次の 5つの条件を満たす。

1. M は任意の極限と余極限を持つ。

2. 合成射 g ◦ f に対し、f , g, g ◦ f のいずれか 2つが弱同値ならば、残り一つも弱同値である。

3. C, F , W はいずれもレトラクトで閉じている。
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4. コファイブレーションは自明なファイブレーションに対し LLPを持つ。また、ファイブレーション

は自明なコファイブレーションに対し RLPを持つ。

5. 任意の射 f は、２種類の分解 f = p◦ i = q ◦ jを持ち、p ∈ F , i ∈ W ∩C, q ∈ W ∩F , j ∈ Cである。

同じ圏でもモデル圏の構造は一つではない。例えば、弱同値を同型射、ファイブレーションとコファイ

ブレーションを任意の射と指定すれば、どんな圏でもモデル圏となってしまう。用途に応じて適切なホモ

トピーを用いれるようなモデル構造を見つけるのが重要である。以下で代表的なモデル圏を紹介する。モ

デル圏になっていることの証明は非常に複雑で難しいが、とりあえず例だけ挙げておく。

例 0.4. 以下はモデル圏の例である。

1. 位相空間の圏は次の指定によってモデル圏となる。これを TopQ と書くことにする。

• 弱同値を弱ホモトピー同値写像（ホモトピー群の同型を誘導する）

• ファイブレーションを Serreファイブレーション

• コファイブレーションを相対胞複体の包含射のレトラクト

2. 位相空間の圏は次の指定によってモデル圏となる。これを TopS と書くことにする。

• 弱同値をホモトピー同値写像

• ファイブレーションを Hurewiczファイブレーション

• コファイブレーションを閉コファイブレーション

3. 単体的集合の圏は次の指定によってモデル圏となる。これを Set∆
op

K と書くことにする。

• 弱同値を幾何学的実現をとってホモトピー同値写像

• ファイブレーションを Kanファイブレーション

• コファイブレーションを各次元で単射となる射

4. (Bounded) Chain complexの圏は次の指定によってモデル圏となる。これをChP と書くことにする。

• 弱同値を擬同型写像（ホモロジー群の同型を誘導する）

• ファイブレーションを各次元で全射かつ核が射影的

• コファイブレーションを各次元で単射

5. (Bounded) Chain complexの圏は次の指定によってモデル圏となる。これをChI と書くことにする。

• 弱同値を擬同型写像（ホモロジー群の同型を誘導する）

• ファイブレーションを各次元で全射

• コファイブレーションを各次元で単射かつ余核が入射的

6. Rを準フロベニウス環としたとき、R-加群の圏は次の指定によってモデル圏となる。これをMod(R)F

と書くことにする。

• 弱同値を安定同値写像

• ファイブレーションを全射

• コファイブレーション単射

7. 小圏の圏は次の指定によってモデル圏となる。これをCatJT と書くことにする。

• 弱同値を圏同値

• ファイブレーションを Grothendieckファイブレーション
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• コファイブレーションを対象間で単射となる射

上記のようにモデル構造とは幾何学的な対象だけでなく、代数や組み合わせ論的な対象の圏においても

現れてくる。ホモロジー代数などの理論は上記のモデル構造を考えると非常に簡潔に理解できる。

さて今度は、モデル圏が与えられたとき、それに付随したいくつかのモデル圏を紹介しよう。こちらの

証明は非常に簡単なので割愛する。

例 0.5. M をモデル圏とする。このとき、

1. Mop は以下の指定でモデル圏となる。

• 弱同値をM の弱同値

• ファイブレーションをM のコファイブレーション

• コファイブレーションをM のファイブレーション

2. 対象X ∈ M に対し、M ↓ X は以下の指定でモデル圏となる。

• 弱同値をM の弱同値

• ファイブレーションをM のファイブレーション

• コファイブレーションをM のコファイブレーション

3. 対象X ∈ M に対し、X ↓ M は以下の指定でモデル圏となる。

• 弱同値をM の弱同値

• ファイブレーションをM のファイブレーション

• コファイブレーションをM のコファイブレーション

命題 0.6. M をモデル圏とすると、

1. i : A −→ B がコファイブレーションであることと、iが任意の自明なファイブレーションに対し

LLPを持つことは同値である。

2. i : A −→ B が自明なコファイブレーションであることと、iが任意のファイブレーションに対し

LLPを持つことは同値である。

3. p : X −→ Y がファイブレーションであることと、pが任意の自明なコファイブレーションに対し

RLPを持つことは同値である。

4. p : X −→ Y が自明なファイブレーションであることと、pが任意のコファイブレーションに対し

RLPを持つことは同値である。

証明 1についてのみ示す。他も同様である。モデル圏に関する命題は双対的な命題が付随する場合が多い。

まず、モデル圏の公理により十分条件は満たしている。今、iは任意の自明なファイブレーションに対

し LLPを持つとする。分解公理により、i = q ◦ jと合成の形にかけ、q : C −→ Bは自明なファイブレー

ション、j : A −→ C がコファイブレーションである。

A
j //

i

��

C

q

��
B =

//

h

>>

B

の可換図式で仮定により、h : B −→ C が存在し、図式を可換にする。これを少し書き直すと、

A
= //

i

��

A
= //

j

��

A

i

��
B

h
// C

q
// C
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が可換になり、上下列の合成は恒等射である。これは、iが j のレトラクトであることを意味しているた

め、j がコファイブレーションであるため iもコファイブレーションである。

注意 0.7. 上記の命題によりモデル圏の構造は、W , F , C のいずれか二つを決めると残り一つも自動的に

決まってしまうのである。W , F から C、あるいはW , C から F が自動的に定まるのは上記の命題その

ままである。ではW は分解公理と 2-out-of-3の公理から自明なファイブレーションと自明なコファイブ

レーションの合成に分解される。すべての弱同値はそういう形をしているので、W はW ∩ F とW ∩ C

により決定する。しかし、これらは上記の命題から C と F で決まると言っているのである。

さて名前から察することができるように、コファイブレーションは余極限、ファイブレーションは極限

と相性が良い。

命題 0.8. M をモデル圏とすると、

1. i : A −→ B が（自明な）コファイブレーションならば、任意の射による押し出しもまた（自明な）

コファイブレーションである。

2. p : X −→ Y が（自明な）ファイブレーションならば、任意の射による引き戻しもまた（自明な）

ファイブレーションである。

証明 １のみを示す。示すべきことは iをコファイブレーションをしたとき任意の押し出し図式、

A //

i

��

C

j

��
B // B ∪A C

に対し、j がコファイブレーションであることである。命題 0.6により、j が任意の自明なファイブレー

ションに対し LLPを持てばよい。次の任意の可換図式

C
f //

j

��

X

p

��
B ∪A C // Y

で、pは自明なファイブレーションとする。上記の２つの図式をつなげると、

A //

i

��

C // X

p

��
B //

h

55

B ∪A C // Y

となり、iがコファイブレーションであることから図式を可換にする h : B −→ X が存在する。押し出し

の性質から、h ∪ f : B ∪A C −→ X が存在し、

C
f //

j

��

X

p

��
B ∪A C //

h∪f

;;vvvvvvvvv
Y

を可換にする。

さて、モデル圏は（余）極限で閉じているため始対象と終対象を持つ。これらをそれぞれ ϕと ∗で表す
ことにする。

定義 0.9. モデル圏の対象X に対し、

1. X がコファイブランであるとは、唯一の射 ϕ −→ X がコファイブレーションである。
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2. X がファイブラントであるとは、唯一の射X −→ ∗がファイブレーションである。

モデル圏の中でこれらの対象はホモトピー論を行う上で「良い」性質を持っている。TopQ でいえば

CW複体であったり、Set∆
op

K でいえばKan複体であったり、ChP でいえば射影的複体、ChI でいえば入

射的複体だったりする。モデル圏の中では、これら良い性質の対象に近似する操作が分解公理によって与

えられている。つまり、適当な対象X に対し、ϕ −→ X を分解すれば、ϕ ↪→ X̃
∼↠ X でコファイブラン

トでX を弱同値な対象 X̃ を得る。これがコファイブラント近似である。双対的にファイブラント近似も

ある。これが空間でいうところの胞体近似、代数でいうところの projective(injective) resolutionである。
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