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0.1 Reedy category

small categoryであるDとmodel categoryである C に対し、fanctor categoryで
ある CD がmodel categoryかどうかは自然な疑問である。C に関する条件としては

例えば、Cが位相空間の圏や Simplicial setであれば良いらしい。では small category
であるDの条件としてはどんなことが考えられるだろうか。

Definition 0.1.1

small categoryである Dが Reedy categoryであるとは、すべての Dの objectに
非負整数の添え字（degree）が付き、（つまり写像 ob(D) −→ N ∪ {0} が与えられ
る）次の条件を満たすDの２つの sub category

−→
D（direct category）と

←−
D（inverce

category）が与えられる。

1. 　 ob(
−→
D ) = ob(D) であり、

−→
D の morphism は identity morphism を除き、

degree をあげる。つまり、X 6= Y で Hom−→
D

(X, Y ) 6= φ ならば、dim(X) <

dim(Y )

2. 　 ob(
←−
D ) = ob(D) であり、

←−
D の morphism は identity morphism を除き、

degree を下げる。つまり、X 6= Y で Hom←−
D

(X, Y ) 6= φ ならば、dim(X) >

dim(Y )

3. 　 ∀f ∈ Mor(D) に対し、f =
−→
f ◦

←−
f と一意に分解できる。ただし、

−→
f ∈

Mor(
−→
D ) ,

←−
f ∈ Mor(

←−
D )である。

Remmark 0.1.2

DがReedy categoryならば、Dopも
−→
Dop= (

←−
D )op ,

←−
Dop= (

−→
D )opとすれば、Reedy

categoryである。

Example 0.1.3

D = {a ←− b −→ c}はa 7→ 0 , b 7→ 1 , c 7→ 1とし、Mor(
−→
D ) = Mor(D) , Mor(

←−
D

) =only identity とすれば Reedy category である。また、Remmark 0.1.2 により
D = {a −→ b ←− c}も Reedy categoryである。

Example 0.1.4

D = {0 −→ 1 −→ 2 −→ · · · }はMor(
−→
D ) = Mor(D) , Mor(

←−
D ) =only identityと

すれば、Reedy categoryである。また Remmark 0.1.2により、D = {· · · −→ 2 −→
1 −→ 0}も Reedy categoryである。
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Example 0.1.5

partial orderd categoryである∆はMor(
−→
∆ ) = {injection}とMor(

←−
∆ ) = {surjection}

すればこれはReedy categoryである。Remmark 0.1.2により∆opもReedy category
である。

Definition 0.1.6

Dを Reedy categoryとし、a ∈ ob(D)に対し、

1. 　 D の a に対する lantching category である ∂(
−→
D ↓ a) とは、a の identity

morphismを除いた
−→
D ↓ aの full sub category

2. 　 D の a に対する matching category である ∂(a ↓←−D ) とは、a の identity
morphismを除いた a ↓←−D の full sub category

Definition 0.1.7

Cをmodel categoryとし、DをReedy category、a ∈ ob(D)とする。X : D −→ C

を fanctorとしたとき、

1. 　 X ↓ a : ∂(
−→
D ↓ a) −→ C ↓ X(a)が誘導され、C ↓ X(a)は colimitで閉じて

いるので、colim(X ↓ a) : LaX −→ X(a)が導かれる。LaX を X の aに対す

る latching objectと呼び、colim(X ↓ a) : LaXX −→ X(a)を latching mapと
呼ぶ。

2. 　 a ↓ X : ∂(a ↓−→D ) −→ X(a) ↓ C が誘導され、X(a) ↓ C は limitで閉じて
いるので、lim(a ↓ X) : X(a) −→ MaX が導かれる。MaX を X の aに対す

る matching objectと呼び、lim(a ↓ X) : X(a) −→ MaX をmatching mapと
呼ぶ。

Remmark 0.1.8

La : CD −→ C , Ma : CD −→ C は fanctorである。

Example 0.1.9

X : D −→ C で D = {a ←− b −→ c} において、−→
D ↓ b = {identity} なので、

∂(
−→
D ↓ b) = φ（empty category）より、LbX = φ(inicial object)である。

また、∂(
−→
D ↓ a) = {b −→ a} で１つの object からなる category であるので、

LaX = X(a)であり、同様に LcX = X(c)である。
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Definition 0.1.10

C をmodel categoryとし、Dを Reedy categoryとする。f ∈ HomCD (X, Y )が、

1. 　 Reedy weak equivalenceとは ∀a ∈ Dに対し、fa : X(a) −→ Y (a)が C での

weak equivalence

2. 　 Reedy cofibrationとは ∀a ∈ D に対し、push outから導かれる morphism
X(a)

∐
LaX LaY −→ Y (a)が C における cofibration

3. 　 Reedy fibration とは ∀a ∈ D に対し、pull back から導かれる morphism
X(a) −→ Y (a)×MaY MaX が C における fibration

と定義する。

Theorem 0.1.11

C を model category とし、D を Reedy category としたとき、CD の morphism
で Reedy weak equivalence、Reedy cofibration、Reedy fibration をそれぞれ weak
equivalence、cofibration、fibrationとして選べば CD はmodel categoryとなる。

Example 0.1.12

C をmodel categoryとし、D = {a ←− a −→ c}としたとき、f ∈ HomCD (X,Y )
が Reedy weak equivalence、fibration とは fa, fb, fc が C での weak equivalence、
fibrationである。また、f がReedy cofibrationとは、Example ??を考えれば、fbが

cofibration、X(a)
∐

X(b) Y (b) −→ Y (a) , X(c)
∐

X(b) Y (b) −→ Y (c)が cofibration
になるという訳で、以前の CD のmodel構造と一致する。pull back diagramに対し
ても同様である。

Example 0.1.13

X : D −→ TOPで D = {0 −→ 1 −→ 2 −→ · · · }で、各 X(n) −→ X(n + 1)は
inclusionとする。つまり sequential sistemとする。

∂(
−→
D ↓ n) = {0 −→ n , 1 −→ n , · · · , n− 1 −→ n}

であるので、LnX = X(n−1)となる。ただし、L0X = φである。このとき、sequential
system間の morphismf : X −→ Y に対し、f が Reedy weak equivalence、Reedy
fibrationとは、各 fn : X(n) −→ Y (n)が TOPの weak equivalence、fibrationで、
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f が Reedy cofibrationとは、X(n)
∐

X(n−1) Y (n − 1) −→ Y (n)が TOPにおける

cofibrationとなることである。これより、CDの cofibrant objectとは、各Y (n−1) −→
Y (n)が cofibrationで Y (0)が cofibrant objectなことである。

さて、以上のことより、colim : CD −→ Cが cofibrant object間のweak equivalence
をweak equivalenceに移すことは分かっているので、TOPをStromの構造で考えれば
任意の空間は cofibrantなので、sequencial colimitであるX(0) ⊂ X(1) ⊂ X(2) ⊂ · · ·
が cofibrant とは、各 inclusion が closed cofibration であれば良い。よって２つの
sequencial colimitX, Y で各 inclusionが closed cofibrationであれば、morphismf :
X −→ Y で各 fn : X(n) −→ Y (n)が homotopy equivalenceなものに対し、colimf :
colimX −→ colimY も homotopy equivalenceとなる。


