
1 Banach algebras

この章では関数解析の基本となる Banach space、そして Banach algebraの基本的性質について
見ていく。Banach spaceも Hilbert spaceも位相的情報と代数構造を両立するものである。そこ
では通常の位相空間で行ってきた連続性などの議論が代数的な言葉で示せることが多い。例えば

Banach spaceの間の線形写像が連続であることと、一様連続であることは同値だし、それは線形
写像の有界性で言い換えることができる。

Definition 1.1. V を C上の vector spaceとしたとき、V の normとは || − || : V −→ Rで以
下を満たすものである。

1. ||x|| = 0であり、||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0

2. ||λx|| = |λ| · ||x|| for λ ∈ C

3. ||x + y|| 5 ||x||+ ||y||

V は d(x, y) = ||x− y||を距離関数として、距離空間となる。このとき、V が完備空間となれば V

を Banach空間という。

Definition 1.2. A : B −→ B′ を Banach（norm）空間の間の線形写像とする。このとき、A

が bounded operatorとは

||A|| := sup{||Ax|| | x ∈ B, ||x|| = 1} < ∞

を満たすものである。||A||を Aの operator normという。

Lemma 1.3. ||Ax|| 5 ||A|| · ||x||

Proof. ||Ax|| = ||A(x/||x||)|| · ||x|| 5 ||A|| · ||x||

Lemma 1.4. || − || : B −→ Rは boundedである。

Proof. sup||x||=1{||x||} = 1

Remark 1.5. limn→∞ xn = 0 ⇐⇒ limn→∞ ||xn|| = 0

Remark 1.6. Aが boundedであることと、M > 0が存在し、任意の x ∈ B に対し、

||Ax|| 5 M ||x||

となることは同値である（M は xに依存しない）。なぜなら、Aが boundedなら、M = ||A||と
すればよく、逆にそのようなM が存在したら、

||A|| = sup{||Ax|| | x ∈ B, ||x|| = 1} 5 M < ∞

である。

Proposition 1.7. Banach空間の線形写像 T : B −→ B′ に対し、次は同値。

1. T は bounded

2. T は一様連続
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3. T は連続

ただし、Banaha空間はその normから定まる位相（strong topology）を考えている。

Proof. 1) =⇒ 2)を示す。任意の ε > 0に対し、d(Ax,Ay) < εとする。||Ax−Ay|| = ||A(x−y)|| < ε

なのだが、

δ = ε/||A||
とおけば、d(x, y) = ||x− y|| < δならば、d(Ax,Ay) < εである。この δはAと εにのみ依存する

ため一様連続である。

2) =⇒ 3)は明らかなので、3) =⇒ 1)を示す。対偶を示す。今、Aは boundedでないとする。す
ると、1.6任意の n ∈ Nに対し、xn ∈ B が存在し、||Axn|| > n||xn||を満たす。ここで、

yn =
1√
n

xn

||xn||

とおくと、||yn|| → 0なので、yn → 0 (n →∞)である。しかし、

||Ayn|| = 1√
n

||Axn||
||xn|| >

√
n

であるため、||Ayn|| → ∞ (n →∞)なので、limn→∞Ayn 6= 0である。これより、Aは不連続。

この Propositionが指し示すのは、Banaha空間をその normで位相を考えると連続も一様連続
も同値だと主張している。これはこの位相が強力で通常の位相空間の感覚で扱うためには、もう少

し弱い位相を考えることもある。

Definition 1.8. B が Banach空間で、B が C-algebraのとき、

||xy|| 5 ||x|| · ||y||

を満たすとき、B を Banach algebraと呼ぶ。

Example 1.9. K を nonempty compact Hausdorff空間とする。C(K) = Map(K,C)は sup-
normにより Banach algebraである。

Proof. まず、

||fg|| = sup{|f(x)g(x)|} 5 sup{|f(x)|} · sup{|g(x)|} = ||f || · ||g||

であるので、完備性だけチェックすればよい。{fn}を C(K)におけるコーシー列とする。このと
き、任意の x ∈ K に対し、

|fm(x)− fn(x)| 5 sup{|fm − fn|} = ||fm − fn||

なので、{fn(x)}は Cのコーシー列である。これより、fn(x) → f(x) (n →∞)という収束先が存
在する。f : K −→ Cが x 7→ f(x)により定義され、K が compact Hausdorffであることから f の

連続性が示され、fn 7→ f (0 →∞)であることもわかる。

Example 1.10. B お Banach spaceとしたとき、B(B)を B 上の bounded operatorからなる
集合とする。このとき、合成を積、operator normを normとして、Banach algebraとなる。
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Proof. {Tn}を B(B)におけるコーシー列とすると、任意の x ∈ B において、

||Tn(x)− Tm(x)|| = ||(Tn − Tm)(x)|| 5 ||Tn − Tm|| · ||x||

なので、{Tn(x)}はBのコーシー列である。これより、T (x) = limn→∞ Tn(x)が定まり、limn→∞ Tn =
T である。このことより、十分大きな nにおいて、||T (x)− Tn(x)|| < 1となる。つまり、

||T (x)|| = ||(T (x)− Tn(x)) + Tn(x)|| < ||Tn(x)||+ 1

であるから、

sup||x||=1{||T (x)||} 5 sup||x||=1{||Tn(x)||+ 1} = ||Tn||+ 1

Corollary 1.11. Aを Banach algebra、B を Banach spaceとする。Hom(B, A)を bounded
operatorのなす集合とし、Example 1.9と同様の積構造、operator normで normを考えると、こ
れは Banach algeraである。特に、Hom(B,C) = B∗ とかく。

Theorem 1.12. Aを Banach alegbraとすると、これは B(A)の closed subalgebraと同型で
ある。

Proof. x ∈ Aに対し、left multiplication Lx : A −→ Aとおくと、Lxは連続であるから、Lx ∈ B(A)
である。そこで、Ã = {Lx}x∈A ⊂ B(A)とおく。これが closedであることを示す。T ∈ B(A)に収
束する列 Ti = Lxi ∈ Ãを考える。

Lxi(y) = xiy = (xie)y = Lxi(e)y

であるが、i →∞とすると、T (y) = T (e)yである。今、T (e) = xとおけば、

T (y) = xy = Lxy

となり、T ∈ Ã なので、Ã は closed in B(A) である。これより、Ã は Banach algebra であり、
A −→ Ãは x 7→ Lx が Banach algebraの同型を与える。
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