
0.1. Cores 1

0.1 Cores

D を T -structure の (D=0,D50) を持つ triangulated category としたとき、A =
D=0 ∩ D50 が coreであるが、これについて考える。

Lemma 0.1.1

Dを t-structureをもつ triangulated categoryとする。

X ∈ D5n−1 ⇐⇒ HomD(X, Y ) = 0　（∀Y ∈ D=n）

であり、

W ∈ D=n ⇐⇒ HomD(Z, W ) = 0　（∀Z ∈ D5n−1）

である。

proof)　　最初の命題を示す。=⇒はX ∈ D5n−1 , Y ∈ D=n に対し、

Hom(X,Y ) ∼= Hom((X[n−1])[−n+1], (Y [n−1])[−n+1]) ∼= Hom(X[n−1], Y [n−1]) = 0

であるのは、X[n− 1] ∈ D50 , Y [n− 1] ∈ D=1だからである。逆を示す。X ∈ Dに
対し、t-structureの定義から、

A −→ X −→ B −→ A[1]

が triangleで A ∈ D5n−1 , B ∈ D=n となるものが存在する。本来なら D50 , D=1

の objectとして存在するが、X[n− 1]でそのように分解して [−n + 1]で shiftすれば
良い。このとき、Hom(−, B)を施すと、

Hom(A,B) = 0 −→ Hom(X, B) = 0 −→ Hom(B,B) −→ Hom(A[1], B) = 0

が exactであるので、Hom(B,B) = 0。つまり、B ∼= 0である。よって、

A −→ X −→ 0 −→ A[1]

が triangleということは、Hom(X,−)と Hom(−, A)を考えれば A ∼= X であること

が分かるので、X ∈ D5n−1

□

Corollary 0.1.2



2

任意の n,mに対し、0 ∈ D5n であり、0 ∈ D=m である。

proof)　　 0が inicialかつ terminalであることを踏まえると Lemma 0.1.1により
示される。

□

Lemma 0.1.3

X −→ Y −→ Z −→ X[1]を triangleとする。

1. 　X, Z ∈ D5(=)n ならば、Y ∈ D5(=)n

2. 　X ∈ D5(=)n+1 で、Y ∈ D5(=)n ならば、Z ∈ D5(=)n

3. 　 Y ∈ D5(=)n で、Z ∈ D5(=)n−1 ならば、X ∈ D5(=)n

proof) 　　 (1) の 5 の場合を示す。X, Z ∈ D5n とする。Lemma 0.1.1 により、
Y ∈ D5n ということは、任意のW ∈ D=n+1 に対し Hom(Y, W ) = 0という条件と
同値である。というわけで、Hom(−,W )を取ると、

Hom(Z,W ) = 0 −→ Hom(Y, W ) −→ Hom(X,W ) = 0

が exactなので、Hom(Y, W ) = 0。また、=の場合は逆に任意のW ∈ D5n−1 に対

し、Hom(W,−)を取ればよい。

(2)、(3)は shiftすれば (1)に帰着できる。
□

Lemma 0.1.4

0 : X −→ Y に対し、triangle

X
0−→ Y

i−→ C0 −→ X[1]

を考えたとき、r : C0 −→ Y が存在し、r ◦ i = 1Y を満たす。つまり、Y は C0 の

retractである。

proof)　　 Hom(−, Y )を取ると、

Hom(X[1], Y ) −→ Hom(C0, Y ) i∗−→ Hom(Y, Y ) 0−→ Hom(X,Y )

が exactであるので、i∗ は全射である。このとき、1Y ∈ Hom(Y, Y )に対し、∃r ∈
Hom(C0, Y )　 s.t　 i∗(r) = r ◦ i = 1Y である。
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□

Theorem 0.1.5

T -structureを持つ任意の triangulated categoryの coreは abelian catgeoryである。

proof)　　まず Aは full subcategoryなので HomA(X, Y )が abelian groupで誘
導される morphismが準同型になることは良い。また、Cor 0.1.2により、0 ∈ Aも
確かめられる。

finite productと coproductで閉じているかは、A,B ∈ Aに対し、

A −→ A⊕B（A×B）−→ B −→ A[1]

はA,Bに関する自明な triangleの直和、直積なので triangleである。このとき、A,B ∈
A なので、A ⊕ B , A × B ∈ A である。この議論を拡張すれば finite product と
coproductで閉じている事がわかる。

そして、Kernelと Cokernelについてであるが、f ∈ HomA(X, Y )に対し、

X
f−→ Y

g−→ Cf
h−→ X[1] · · · · · ·�

という triangleが unique up to isomorphicで存在するが、このとき、

τ5−1Cf
α−→ Cf

β−→ τ=0Cf −→ τ5−1Cf [1] · · · · · ·�

という triangleも unique up to isomorphicで存在する。このとき、

Kerf = τ5−1Cf [−1]
(h◦α)[−1]−→ X

f−→ Y

が Kernelであり、
X

f−→ Y
β◦g−→ τ=0Cf = Cokerf

がCokernelである。では、Cokernelについてそれを確かめてみる。Cokerf = τ=0Cf

であるので、Cokerf ∈ D=0 であることはよい。また、Lemma 0.1.3により、X ∈
D50 ⊂ D51 , Y ∈ D50 なのだから、�の triangleから Cf ∈ D50 である。そして、

τ5−1Cf ∈ D5−1 ⊂ D51 を踏まえれば、�の triangleから Cokerf ∈ D50 が言えて、

まずは Cokerf ∈ Aであることが分かる。では、次に coeqaulizarになっているかを
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確かめよう。h : Y −→ Z で h ◦ f = 0となる Aの morphismを考える。このとき、
octahedral axiomにより、
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このとき、Lemma 0.1.4により、i : Z −→ C0 は retraction、r : C0 −→ Z をもつ。

つまり、r ◦ i = 1Z である。このとき、

r ◦ u ◦ g = r ◦ i ◦ h = h

である。よって、

τ5−1Cf Cf τ=0Cf τ5−1Cf [1]
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の図式で上下は triangleであり、τ5−1Cf ∈ D5−1で Z ∈5 D=0であるので、上の図

式でジグザグにたどるmorphismは 0である。さらに、Hom(τ5−1Cf , Z[−1]) = 0で
もあるので、
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を可換にする ϕ : τ=0Cf −→ Z が一意に存在する。（注：ϕを構成するために定義し

たmorphismらも一意に定まるので、ϕはそれらに依存しない。）これより、

Y Cf τ=0Cf
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が可換なので、外側を見れば coequalizarになっていることが示される。Kernelも同
様である。

最後に準同型定理についてであるが、f : X −→ Y に対し、

Kerf
j−→ X

f−→ Y
p−→ Cokerf

の sequenceを考えたとき、

Cj

Cokerf [−1] = τ=0Cf [−1] Y
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から、

Cokerf [−1] −→ Cj −→ Y
p−→ Cokerf

が triangleである。一方、

Cokerf [−1] −→ Cp[−1] −→ Y
p−→ Cokerf
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という triangleもあるため、Cj
∼= Cp[−1]である。これより、f ∈ HomA(X,Y )に

対し、
Cf

Kerf [1] Cokerf

X Y

Cj
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の octahedral axiom が適用できる。f = j とおけば、j が monomorphism より、
Kerj = 0。よって、Cj

∼= Cokerjである。逆に f = pとおけば、pは epimorphismだ
から、Cokerp = 0。よって、Kerp[1] ∼= Cp

以上より、

Kerp ∼= Cp[−1] ∼= Cj
∼= Cokerj

となり、この対応はちょうど準同型定理のmorphismになっている。
□


