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0.1 T-structure

Definition 0.1.1

(D, [1]) を triangulated categiry としたとき、その t-structure とは、D の２つの
strictly full sub categoryである (D=0,D50)で次の条件を満たすものである。

1. 　 D=n = D=0[−n] , D5n = D50[−n]とかくとき、full subcategoryという意
味で、

D=1 ⊂ D=0 , D50 ⊂ D51

つまり、D=0 is closed under Σ−1 and D50 is closed under Σ

2. 　任意のX ∈ ob(D50) , Y ∈ ob(D=1)に対し、Hom(X, Y ) = 0

3. 　任意のX ∈ ob(D)に対し、

A −→ X −→ B −→ A[1]

という distingulish triangleが存在するようなA ∈ ob(D50)とB ∈ ob(D=1)が
存在する。

このとき、Dの full subcategoryであるA = D=0∩D50をDの t-structureの core、
あるいは heartと呼ぶ。

Lemma 0.1.2

次の図式、
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において上下は triangleとし、v′ ◦ g ◦ u = 0とする。このとき、
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を可換にするような f, hが存在する。また、Hom(X, Z ′[−1]) = 0のとき、このよう
な f, hは一意に決まる。

proof)　　 Hom(X,−)を取ると、

Hom(X, X) Hom(X,Y ) Hom(X,Z)

Hom(X, X ′) Hom(X,Y ′) Hom(X, Z ′)
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で、上下は exactになり 1 ∈ Hom(X, X)に対し、仮定から

v′∗ ◦ g∗ ◦ u∗(1) = v′∗(g ◦ u) = 0

であるので、∃f ∈ Hom(X,X ′)　 s.t　 u′∗(f) = g ◦ uというわけで、f が存在し公

理から hも存在する。

ではさらに、Hom(X, Z ′[−1]) = 0とすると、

Hom(X, X) Hom(X, Y ) Hom(X, Z)

Hom(X,Z[−1]) = 0 Hom(X, X ′) Hom(X,Y ′) Hom(X, Z ′)
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と完全列は続き、u′∗は単射であるので、fの存在は一意に決まる。一方、Hom(X[1], Z ′) ∼=
Hom(X, Z ′[−1]) = 0でもあるので、Hom(−, Z ′)を施して考えれば、hの存在の一意

性も同様に確認できる。
□

Lemma 0.1.3

D5n −→ Dを inclusionとしたとき、この right adjoint

τ5n : D −→ D5n

が存在する。また、D=n −→ Dを inclusionとしたとき、この left adjoint

τ=n : D −→ D5n
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が存在する。

proof)　　 τ50 および、τ=1 を定義すればあとは shiftによって定めることができ
る。X ∈ ob(D)に対し、t-structureの定義により

A −→ X −→ B −→ A[1]

という triangle が存在し、A ∈ ob(D50) , B ∈ ob(D=1) である。この triangle は
unique up to isomorphicである。なぜなら、
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を２つの triangleとしてA,A′ ∈ ob(D50) , B,B′ ∈ ob(D=1)としたとき、Hom(A,B′[−1]) =
0というのは t-structureの定義から分かる。よって Lemma 0.1.1により、triangleの
morphismが一意に定まり、上下を入れ替えてもやはり一意にmorphismが定まるの
で triangleの同型となる。よって、τ50(X) = A , τ=1(X) = B により定義する。ま

た f ∈ HomD(X, Y )に対し、

A X B A[1]
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の図式で Lemma 0.1.1により、A −→ A′、B −→ B′ は一意に定まるので、それを

τ50(f) : A −→ A′ , τ=1(f) : B −→ B′

と定義すれば、τ50 , τ=1 は functorである。

最後に、inclusionとの adjointを見る。X ∈ ob(D50), Y ∈ ob(D)に対し、

τ50(Y ) u−→ Y −→ τ=1(Y ) −→ τ50(Y )[1]

という triangleがあるので、 Hom(X,−)を取れば、

Hom(X, τ=1(Y )[−1]) = 0 −→ Hom(X, τ50(Y )) u∗−→ Hom(X, Y ) −→ Hom(X, τ=1(Y )) = 0
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が完全なので、

u∗ : Hom(X, τ50(Y ))
∼=−→ Hom(X, Y )

ということで、

inclusion : D50 ⇐⇒ D : τ50

τ=1 も同様である。
□

Example 0.1.4

Aを abelian categoryとしたとき、D(A)の t-structureを

D(A)50(=0) = {X ∈ D(A) | Hn(X) = 0, n > 0(n < 0)}

により定義する。このとき、coreは Aである。

proof)　　 (1)条件は良いと思う。(2)を示していく。X ∈ ob(D50) , Y ∈ ob(D=1)
とする。このとき、f/s : X −→ Y を考える。ただし X

f−→ K
s←− Y で sは quasi

isomorphismである。f = 0を示せばよい。

さて、X ∈ ob(D50)なので、m > 0に対しHm(X) = 0である。つまり、

X : · · · −→ Xm−1 dm−1

−→ Xm dm

−→ Xm+1 −→ · · ·

はm > 0で exactになっているわけである。これより、

X−1 X0 Imd0 0

X−1 X0 X1 X2
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の可換図で homology群を取れば同型を誘導するため、これは quasi isomorphismであ
る。つまり、XはD(A)内では上列と思ってよい。Y ∼ Kであるので、K ∈ ob(D=1)
である。よってm < 1に対し、Hm(K) = 0ということは、K は

· · · 0 −→ 0 −→ Imd0 ↪→ K1 d1

−→ K2 d2

−→ · · ·
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と思ってよい。f : X −→ K は
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K−1 K0 K1 K2

-

?

f−1

-d−1
X

?

f0

-d0
X

?

f1

-

?

f2

-

- -d−1
K -d0

K -d1
K -

であるが、これを書き換えると、
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の chain mapが null homotopic、つまり 0と chain homotopicでであればよい。こ
れは、chain homotopy

f1 : Imd0
X −→ Imd0

K

が構成できるので示せる。よって、Hom(X, Y ) = 0

最後に (3)であるが、X ∈ ob(X)に対し、

A = · · · −→ X−1 −→ X0 −→ Imd0 −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

B = · · · 0 −→ 0 −→ Imd0 ↪→ X1 −→ X2 −→ · · ·
と定義すれば、A ∈ ob(D50)で B ∈ ob(D=1)である。j : A −→ X を inclusionとす
れば、

A
j−→ X −→ C(j) −→ A[1]

という triangleが存在する。ここで、C(j) = {A[1]⊕X , (−d[1], j + d)} であった。
これより、B ∼ C(j)ならば D(A)内で置き換えて問題ないため、題意が示される。

A[1]⊕X = · · ·X0 ⊕X−1 −→ Imd0 ⊕X0 −→ X1 −→ X2 −→ · · ·

であり、

X0 ⊕X−1 Imd0 ⊕X0 X1 X2
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の図式で、

f : C(j) −→ B , g : B −→ C(j)

をそれぞれ、f0 : Imd0 ⊕ X0 −→ Imd0 を f0(x, y) = x + d(y) で、g0 : Imd0 −→
Imd0 ⊕ X0 を g0(a) = (a, 0)により定義すると、上の図式を可換にするので f, g は

chain mapである。このとき、f ◦ g = 1である。最後に g ◦ f ' 1を示そう。chain
homotpy

H : C(j)[1] −→ C(j)

をHm(x, y) = (−y, 0)　 (m < 0) , Hm = 0　 (m = 0)により定義する。m > 0で
は明らかに g ◦ f

H' 1となっており、m < 0においては、g ◦ f = 0であり、(x, y) ∈
C(j)m = Xm+1 ⊕Xm に対し、

H◦d(x, y)+d◦H(x, y) = H(−d(x), x+d(y))+d(−y, 0) = (−x−d(y), 0)+(d(y),−y) = (−x,−y)

であるため良い。残るはm = 0の時だが、同じように (x, y) ∈ Imd0 ⊕X0 のとき、

H◦d(x, y)+d◦H(x, y) = d(−y, 0) = (d(y),−y) = (x+d(y), 0)−(x, y) = g◦f(x, y)−(x, y)

であり、g ◦ f ∼ 1である。これより、

A −→ X −→ B −→ A[1]

という triangleが存在する。
□

Example 0.1.5

S を category of spectraとしたとき、そのホモトピー圏 Ho(S) = Dに対し、Dの
t-structureを

D50(=0) = {X ∈ D | πn(X) = 0, n > 0(n < 0)}

により定義し、postnikov t-structureと呼ぶ。


