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0.1 L-spectra

Remmark 0.1.1

U,U ′ を univerceとする。

n : TOP ↓ (I ′(U,U ′))×SU −→SU ′

は preserve homotopy equivalence in each variable.

ただし、TOP上の homotopy equivalenceだけでは nは保ってくれないが、条件を
つければこれが成り立つ。

Definition 0.1.2

D ∈PU が Σ-cofibrantとは、その structure map

σ : ΣW−VDV −→ DW

が任意のV ⊂Wに対し、cofibration of based spaceであることをさす。

また、E ∈SU が Σ-cofibrantとは、ある Σ-cofibrantな prespectrumの spectrification

と同型になることである。さらに E ∈ SU が tameとは Σ-cofibrantな spectrumと

homotopy equivalenceな spectrumと定義する。

Theorem 0.1.3

E ∈SU を tame spectrumとし、

α : A−→I (U,U ′) , β : B−→I (U,U ′)

とし、 f ∈ HomTOP↓(I ′(U,U ′))(A,B)が TOP上の homotopy equivalenceのとき、

f n1 : AnE −→ BnE

は homotopy equivalence inSU ′

Corollary 0.1.4

E ∈SU は CW spectrumの homotopy typeをもち、A∈ TOP ↓ (I ′(U,U ′))で Aは

CW complexの homotopy typeをもつとする。このとき、AnE は CW spectrumの

homotopy typeをもつ。
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Definition 0.1.5 linear isometric operad

U j =⊕ jU とし、L ( j) = I (U j ,U)とすれば、これはU の endomorphism operadと

考えられる。これをU の linear isometric operadと呼ぶ。

Definition 0.1.6

f ∈L (2)に対し、inclusion

{ f} −→L (2) = I (U2,U)

を考えると、E,E′ ∈SU に対し、external productの E∧E′ ∈SU2を用いて、

f∗(E∧E′) = { f}n (E∧E′)

と書き、internal smash productと呼ぶ。

Definition 0.1.7

StUをSUの tame spectrumのなす full subcategoryとする。SUと同様にhomotopy

categoryを hStU、stable homotopy categoryを Ho(StU)で定義する。

Lemma 0.1.8

E,E′ ∈ hStU、 f ∈L (2)に対し、

f∗(E∧E′)∼= L (2)n (E∧E′)

ただし、右辺は 1 : L (2)−→L (2)での internal smash product

Theorem 0.1.9

hStU は internal smash productにおいて symmetric monoidal categoryとなる。

Proposition 0.1.10

X ∈TOP∗、E∈ hStUに対し、there is natural isomorphismE∧X∼= L (2)n(E∧Σ∞X)
in hStU

Definition 0.1.11
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SU におけるmonadである L : SU −→SU を、LE = L (1)nEで定義し、

µ : LLE = L (1)n (L (1)nE)∼= (L (1)×L (1))nE
γn1−→L (1)nE = LE

η : E ∼= {1}nE −→L (1)nE = LE

ただし、1 ∈L (1)は unit objectであり、morphismは inclusionから導かれるものと

する。

Definition 0.1.12

Mが L-spectrumとは、M ∈SU であり、SU のmorphismである ξ : LM −→Mが

与えられ、次の条件を満たすものである。

LLM LM

LM M
?

L(ξ )

-µ

?

ξ

-
ξ

が可換であり、1 = ξ ◦η : M −→Mとなる。

また、M,Nを L-spectrumとしたとき、この間の morphismである f : M −→ Nと

は、spectrum間のmorphismであり、次を可換にする。

LM LN

M N

-L f

?

ξM

?

ξN

-
f

L-spectrumの categoryをS [L]とかく。これは、S の sub catgeoryである。

Proposition 0.1.13

S [L]は bicompleteである。

Proposition 0.1.14

X ∈ TOP∗ とM ∈S [L]に対し、M∧X ∈S [L]

Definition 0.1.15
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f ,g∈ HomS [L](X,Y)に対し、∃H : X∧ I+ −→Y　 s.t　 H ◦ i0 = f , H ◦ i1 = gのと

き、 f ' gと書いて L-spectrumにおける homotopicと呼ぶ。この homotopy category

を hS [L]と書き、さらに S [L]の weak equivalenceをS における weak equivalence

と定義する。hS [L]を weak equivalenceによって局所化した categoryを Ho(S [L])と
かき、L-spectrumの安定ホモトピー圏（stable homotopy category）と呼ぶ。

Theorem 0.1.16

forgetfull functorであるS [L]−→S は left adjoint

L : S −→S [L]

を持つ。このとき、さらに

Ho(L) : Ho(S )
∼=−→ Ho(S [L])

は（adjoint）equivalence of categoryである。

Definition 0.1.17

M,N ∈S [L]に対し、

ξ : (L (1)⊗L (1))n (M∧N)∼= (L (1)nM)∧ (L (1)nN)
ξ∧ξ−→M∧N

により定義する。このとき、M∧L N ∈S [L]を coequalizer

(L (2)×L (1)⊗L (1))n (M∧N) ⇒γn1
1nξ L (2)n (M∧N)−→M∧L N

で定義する。ただし、(L (2)×L (1)⊗L (1))n (M∧N)∼= L (2)n ((L (1)⊗L (1))n
(M∧N))と考えられる。

Proposition 0.1.18

There is natural commutivity isomorphism ofL-spectra

τ : M∧L N−→ N∧L M

Theorem 0.1.19

There is natural associativity isomorphism ofL-spectra

α : M∧L (N∧L P)−→ (M∧L N)∧L P


