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0.1 Triangulated category

Derived categoryから特定の情報を抜き出して、Triangulated categoryというも
のを考える。Triangulated categoryの定義は元々、代数的な見地から行われてきた。
Abelian category の Derived category を model に考えられてきたのだから確かに
それは頷けるのだが、幾何的な見方からすると不満が残る。というのも、位相圏の

homotopy categoryが triangulated categoryではない……というより Triangulated
categoryの前提を満たしていない。それ以外の triangleに関する条件はなんとなくよ
さそうな気がするのだが。

というわけで、Hoveyらは triangulated categoryの定義を修正し、model category
においてもその議論を行えるようにした。Hoveyの本「model category」の中で先に
言った代数的 triangulated categoryは classic triangulated categoryとして定義され
ている。Hoveyは結局Ho(SSet∗)-moduleで閉じている category で議論しているが、
初めは古典的な定義でなれたほうが良い。

Definition 0.1.1

C を categoryで T : C −→ C を fanctorとする。このとき、C, T における triangle
とは、C の diagram

A −→ B −→ C −→ T (A)

である。T はtransformation fanctorと呼ばれ、triangleは A −→ B −→ C
[1]−→ Aと

書くときもある。２つの triangle間のmorphismとは、

A B C T (A)

A′ B′ C ′ T (A′)

-

?

α

-

?

β

?

γ

-

?

T (α)

- - -

を可換にするmorphismの組 (α, β, γ)であり、isomorphismはこれらのmorphismが
すべて C での isomorphismであるときとする。

Definition 0.1.2 　 Triangulated category

C が triangulated category とは、C が Additive category で、T : C −→ C が

additive fanctorかつ equivalence of categoryであるものと、C, T における triangle
の族DT が与えられ、次を満たす。（ここで DTの objectを distinglish triangleとよ
ぶ。略して d.tと書く）
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1. 　 d.tと isomorphicな triangleは d.tである。

2. 　任意の A ∈ ob(C)に対し、0 −→ A
=−→ A −→ T (0) = 0は distinglishで

ある。

3. 　任意の morphismである f : A −→ B に対し、 A
f−→ B −→ C −→ T (A)1

という d.tが存在する。

4. 　次の２つの d.tと可換図式、

A B C T (A)

A′ B′ C ′ T (A′)

-

?

α

-

?

β

-

- - -

において γ : C −→ C ′ が存在し図式を可換にする。

A B C T (A)

A′ B′ C ′ T (A′)

-

?

α

-

?

β

?

γ

-

?

T (α)

- - -

5. 　 A
f−→ B

g−→ C
h−→ T (A)が d.tであることと、B

g−→ C
h−→ T (A)

−T (f)−→
T (B)が d.tであることは同値。

6. 　次の３つの d.t
A

f−→ B −→ D
[1]−→ A

B
g−→ C −→ E

[1]−→ B

A
g◦f−→ C −→ F

[1]−→ A
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を考えたとき、次の図式を可換にするmorphismが存在する。
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つまり、D
u−→ F

v−→ E
[1]−→ Dが d.tとなるようなmorphismが存在し、上の

図式の triangle以外のところはすべて可換になる。

最後の公理は octahedral axiomと呼ばれて、これをはずしたものがpre-triangulated
categoryと呼ばれるが、Hovey流の定義で pre-triangulated categoryと言った場合に
はまた違った定義になる。

これ以後 Dは triangulated categoryとし、[1]を transformation functor、そして
distingulish triangleのことを単に triangleと呼ぶことにする。

Remmark 0.1.3

Dopは [−1]を transormation functorとして triangulated categoryとなる。ちなみ
に triagngleは、

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

が Dの triangleとして、

Z
fop

−→ Y
gop

−→ X
h[−1]op

−→ Z[−1]

というものである。

Lemma 0.1.4

[1] : D −→ Dは productと coproductを保つ。
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proof)　　 [1]は category equivalenceなので、naturan isomorphism

Hom(X[1], Y ) ∼= Hom(X, Y [−1]) , Hom(X[−1], Y ) ∼= Hom(X,Y [1])

が [−1]、[1]により与えられ、[1]は [−1]の left adjointかつ right adjointであること
が分かる。一般に left adlointは colimitを、right adjointは limitを保つ。

□

Proposition 0.1.5

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

を triangleとする。このとき、g ◦ f = h ◦ g = f [1] ◦ h = 0である。

proof)　　 triangulated categoryの公理より

X X 0 X[1]

X Y Z X[1]

-=

?

=

?

f

- ppppppppp?

-

?
=

-
f

-
g

-
h

の図式で上下は triangleなので、すべてを可換にするようなmorphismが存在するが、
これは 0である。よって、g ◦ f = 0である。triangleを shiftすれば残りの合成も 0
であることが分かる。

□

Proposition 0.1.6

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

を triangleとする。このとき、任意のW ∈ ob(D)に対し、

· · · −→ Hom(W,X[i])
f [i]∗−→ Hom(W,Y [i])

g[i]∗−→ Hom(W,Z[i])
h[i]∗−→ Hom(W,X[i+1]) −→ · · ·

と、

· · · −→ Hom(X[i+1],W )
h[i]∗−→ Hom(Z[i], W )

g[i]∗−→ Hom(Y [i],W )
f [i]∗−→ Hom(X[i],W ) −→ · · ·

は exact sequence.
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proof)　　面倒なので上列の i = 0の場合、つまり、

Hom(W,X)
f∗−→ Hom(W,Y )

g∗−→ Hom(W,Z)

の場合だけ見てみる。あとは shiftでどうとでもなる。Prop 0.1.5により、g ◦ f = 0
なので、g∗ ◦ f∗ = 0は良い。

ϕ ∈ Hom(W,Y )に対し、g∗(ϕ) = g ◦ ϕ = 0とする。このとき、

W 0 W [1] W [1]

Y Z X[1] Y [1]

-

?

ϕ

?

-
pppppppppp?

ψ

-−1[1]

?

ϕ[1]

-
g

-
h

-
−f [1]

を可換にする ψ : W [1] −→ X[1]が存在するので、

W W 0 W [1]

X Y Z X[1]

-=

?

ψ[−1]

?

ϕ

-

?

-

?
ψ

-
f

-
g

-
h

が可換ということは、f∗(ψ[−1]) = f ◦ ψ[−1] = ϕである。
□

Corollary 0.1.7

Triangulated categoryの公理により、２つの triangleに対し、

X Y Z X[1]

U V W U [1]

-

?

f

?

g

- -

- - -

の可換図式から、

X Y Z X[1]

U V W U [1]

-

?

f

?

g

- ppppppppp?
h

-

?
f [1]

- - -
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を可換にする hが存在するが、f, gが isomorphismならば、hもそうである。

proof)　　 Prop 0.1.6により、

Hom(W,X) Hom(W,Y ) Hom(W,Z) Hom(W,X[1]) Hom(W,Y [1])

Hom(W,U) Hom(W,V ) Hom(W,W ) Hom(W,U [1]) Hom(W,V [1])

-

?
f∗

-

?
g∗

?
h∗

-

?
f [1]∗

-

?
g[1]∗

- - - -

このうち h∗ 以外は isomophismなので、h∗ もそうである。これはつまり、

∃ϕ : W −→ Z 　 s.t　 h ◦ ϕ = 1W

である。また、Hom(Z,−)で今の議論を繰り返すと、

∃ψ : W −→ Z 　 s.t　 ψ ◦ h = 1Z

であり、ϕ = ψ ◦ h ◦ ϕ = ψとなるため、hは isomorphismである。
□

Corollary 0.1.8

Triangulated categoryの公理により、f ∈ HomD(X, Y )に対し、

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

が存在するが、これは unique up to isomorphicである。

proof)　　 f ∈ HomD(X,Y )に対し、これから始まる２つの triangle

X Y Z X[1]

X Y W X[1]

-f

?

=

?

=

- -

-
f

- -

を考えれば、あとは Cor 0.1.7による。
□

Proposition 0.1.9
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２つの triangle

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] , X ′ f ′−→ Y ′ g′−→ Z ′ h′−→ X ′[1]

に対し、その直和

X ⊕X ′ f⊕f ′−→ Y ⊕ Y ′ g⊕g′−→ Z ⊕ Z ′ h⊕h′−→ X[1]⊕X ′[1] ∼= (X ⊕X ′)[1]

も triangleである。

proof)　　公理により、

X ⊕X ′ f⊕f ′−→ Y ⊕ Y ′ −→ W −→ (X ⊕X ′)[1]

という triangleが存在する。よって、

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ W (X ⊕X ′)[1]

X Y Z X[1]

-f⊕f ′

?
pr1

?
pr1

- -

-
f

- -

の図式からW −→ Z が得られ、同様にした列を ′ に変えてW −→ Z ′ も得られる。

これより、

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ W (X ⊕X ′)[1]

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ (X ⊕X ′)[1]

-

?

=

?

=

-

?

-

?
=

- - -

が得られるわけだが、あとはW −→ Z ⊕ Z ′ が isomorphismなら下列が triangleで
あることが示せる。これは Cor 0.1.7の証明を使う。下列は triangleであることは分
かっていないが、Hom(−, A) を取れば、coproduct が保たれ２つの exact sequence
の直和となり exact になる。よって Cor 0.1.7 の証明を習えば、W −→ Z ⊕ Z ′ は

isomorphismであるので

X ⊕X ′ f⊕f ′−→ Y ⊕ Y ′ g⊕g′−→ Z ⊕ Z ′ h⊕h′−→ X[1]⊕X ′[1] ∼= (X ⊕X ′)[1]

は triangleである。



8

Corollary 0.1.10

上記の命題はより一般に⊕Xλ −→ ⊕Yλ −→ ⊕Zλ −→ (⊕Xλ) [1] についても成り立
つ。双対的に直積についても同様である。

Corollary 0.1.11

任意のX,Y ∈ ob(D)に対し、

X
(1,0)−→ X ⊕ Y

0,1−→ Y
0−→ X[1]

は triangleである。

proof)　　 X
=−→ X −→ 0 −→ X[1]が triangleで、Y

=−→ Y −→ 0 −→ Y [1] を
左に shiftした 0 −→ Y

=−→ Y −→ 0も triangleなので、この２つを直和すれば求め
る triangleが得られる。

□

Proposition 0.1.12

２つの sequence

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] , X ′ f ′−→ Y ′ g′−→ Z ′ h′−→ X ′[1]

で、chain complexのようにいずれも２回合成すると 0になるものに対し、その直和

X ⊕X ′ f⊕f ′−→ Y ⊕ Y ′ g⊕g′−→ Z ⊕ Z ′ h⊕h′−→ X[1]⊕X ′[1] ∼= (X ⊕X ′)[1]

が triangleならば、２つの sequenceは triangleである。

proof)　　X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]が triangleであることを示す。まず、任意の

A ∈ ob(D)
Hom(Z,A) −→ Hom(Y, A) −→ Hom(X,A)

は、仮定により半完全である。また、

X Y Z

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′

-

?
(1,0)

-

?
(1,0)

?
(1,0)

- -
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の可換図でHom(−, A)を取れば、下列は完全になり、しかも Hom(−, A)の直和の形
に分かれる。その図式で考えれば、

Hom(Z, A) −→ Hom(Y, A) −→ Hom(X, A)

が完全であるのは簡単に分かる。次に、

X
f−→ Y −→ W −→ X[1]

という triangleが公理から存在する。

X Y W X[1]

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ X[1]⊕X ′[1]

-

?

(1,0)

-

?

(1,0)

pppppppppp?

-

?
(1,0)

- - -

というmorphismが上下が triangleなので存在する。一方、

X ⊕X ′ Y ⊕ Y ′ Z ⊕ Z ′ X[1]⊕X ′[1]

X Y Z X[1]
?

(1,0)

-

?

(1,0)

-

?

(1,0)

-

?
(1,0)

- - -

の図式は考えられ、これを繋げると、

X Y W X[1]

X Y Z X[1]

-

?

=

-

?

=

?

-

?
=

- - -

の可換図式が得られるが、下列はHom(−, A)を取ると完全列になったので、Cor 0.1.7
を習えば、W −→ Zは isomorphismとなり、上列が triangleなので下列もそうなる。

□


